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I Introduction 

La geometrie de notre espace pose probleme en physique car il n'en existe pas une description 
unique. Dans l'esprit de la relativite generale, l'espace et le temps forment un objet quadridimen- 
sionel dont la courbure est donnee par la distribution de masse. Quand un objet massif se deplace, 
la courbure change; la geometrie est un objet dynamique. Au contraire la mecanique quantique, 
et plus generalement la theorie quantique des champs, suppose la donnee a priori d'un espace 
dans lequel evoluent des champs. Pour reprendre une image de [HU], la theorie des champs prend 
l'espace pour scene, alors qu'en relativite la scene elle-meme participe a Taction. La contradiction 
est d'autant plus flagrante que chacune de ces theories est valide et verifiee avec precision dans son 
domaine d' application: la gravitation pour la relativite; les interactions electromagnetiques, faibles 
et fortes pour la theorie quantique des champs. Cette double approche de la geometrie n'est pas 
forcement scandaleuse. Rien n'interdit a deux descriptions de cohabiter, tant que la cohabitation 
est harmonieuse. Mais les phenomenes qui relevent a la fois de la mecanique quantique et de la 
gravitation, comme le tout debut de l'univers dans la theorie du big-bang, ou Peffondrement grav- 
itationel d'une etoile passee une certaine echelle, brisent cette harmonic L'hypothese repandue 
au jour d'aujourd'hui est, qu'a tout petite echelle, aucune des descriptions geometriques classiques 
n'est valable. La structure geometrique intime de l'espace-temps n'est pas connue. Et la mecanique 
quantique suggere que l'hypothese du continu n'est pas justifiee. On estime que cette structure in- 
time devrait etre visible a des echelles de l'ordre de 10 -33 cm. C'est la longueur de Planck l p = \J~^ 
obtenue par combinaison des constantes fondamentales Q (constante de Newton), c (vitesse de la 
lumiere), h (constante de Planck). La geometrie non commutative^', en etendant les concepts 
geometriques usuels de maniere compatible a la fois avec la relativite generale et avec la mecanique 
quantique, propose des outils mathematiques pour apprehender la geometrie a cette echelle. 

Pour l'heure bien entendu, aucune theorie ne decrit l'univers a cet ordre de precision. Parmi 
les candidats au titre de theorie de la gravitation quantique, aucun n'a jusqu'a present franchi 
avec succes le cap de la verification experimentale. Une approche naturelle consiste a quantifier 
le champ gravitationel comme les autres champs, mais la theorie obtenue est non renormalisable, 
c'est a dire sans interet physique. Neamoins cette optique, amener la relativite a la theorie des 
champs, reste valable et a suscite (et suscite) des travaux considerables qui, dans les raffinements 
les plus recents, aboutissent a la theorie des cordes et la supersymetrie. L'unification est obtenue 
mais aux prix d'hypotheses physiques fortes: l'espace temps est a 11 dimensions et il existe deux 
fois plus de particules que celles connues jusqu'a present (a chaque particule connue correspond 
un partenaire supersymetrique). Pour l'instant, aucune de ces hypotheses n'a ete verifiee. Cette 
approche de Punification considere comme secondaire la nature proprement g eom etrique de la 
relativite generale et s'inscrit plutot dans la demarche d'un Weinberg expliquanJ^l "... Einstein 
and his successors have regarded the effects of a gravitational field as producing a change in the 
geometry of space and time. At one time it was even hoped that the rest of physics could be 
brought into a geometric formulation, but this hope has met with disappointment, and the geometric 
interpretation of the theory of gravitation dwindled to a mere analogy, which lingers in our language 
in terms like "metric", "affine connection", and "curvature", but is not otherwise very useful. The 
important thing is to be able to make predictions about images on the astronomers' photographic 
plates, frequencies of spectral lines, and so on, and it simply doesn't matter wheter we ascribe these 
predictions to the physical effect of gravitational fields on the motion of planets and photons or to 
a curvature of space and time". Pour d'autres au contraire le caractere dynamique de la geometrie 
constitue l'apport essentiel de la relativite generale et toute la question est, precisement, d'adapter 
cette dynamique geometrique au contexte quantique. En clair, il s'agit d'affranchir la theorie 
quantique des champs d'un espace donne a priori. On parle de theorie des champs "background 
independant" , telle la "loop quantum gravity""^. Malheureusement cette theorie pour l'instant ne 
propose pas de tests experimentaux (pour une etude comparee des deux approches, de leurs succes 
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et insuffisances, voir [68]). 

La foi en "Punification par la geometrie" se heurte a notre mauvaise comprehension de la 
theorie des champs. En effet, autant la relativite generale a une interpretation geometrique simple, 
autant ce que dit la mecanique quantique de la geometrie necessite des eclaircissements. Comment 
definir un point de l'espace en mecanique quantique ? Ou plus exactement comment donner une 
signification physique a la notion de point ? Une maniere simple consiste a appeler point l'endroit 
occupe par une particule a un instant donne. Mais a supposer que Ton connaisse avec precision un 
point, les relations d'incertitude de Heisenberg indiquent que l'on ne peut connaitre avec precision 
la position de la particule a un autre instant. Autrement dit, si une particule permet de definir un 
point, elle ne permet pas d'en definir un autre. Bien sur, on peut considerer plusieurs particules au 
meme instant dont on connait les positions avec precision, et on definit ainsi plusieurs points. Mais 
pour savoir comment ces points s'arrangent les uns par rapport aux autres, pour faire la geometrie, 
il faut pouvoir mesurer des distances. Pour ce faire, il faut qu'un meme objet, par exemple l'une 
des particules, occupe a un instant donne le point a, et a un autre instant le point b. Connaissant sa 
vitesse, on mesure son temps de vol et Ton en deduit la distance. Mais plus on saura avec precision 
que la particule occupe le point a a l'instant t, moins on pourra etre sur qu'elle occupe le point b a 
l'instant suivant. La mecanique quantique suggere de raisonner sur des valeurs moyennes. Le point 
est alors defini comme la valeur moyenne a un instant donne de l'observable position appliquee sur 
l'etat representant la particule. On opere ainsi un changement de point de vue important: le point 
n'est plus defini en tant qu'objet abstrait de la geometrie (tel qu'on l'apprend a l'ecole: "un point 
n'a pas d'epaisseur, une ligne est un ensemble infini de points"), c'est un objet algebrique, la valeur 
moyenne d'un operateur sur un etat. 

Or les mathematiciens savent traduire en langage algebrique les proprietes geometriques d'un 
espace. Plus precisement, les proprietes geometriques (essentiellement la topologie, la mesure et 
la metrique) d'un espace ont une traduction algebrique dans Pensemble des fonctions, a valeur 
complexe, definies sur cet espace. Par exemple, la distance entre deux points x,y est la longueur 
du plus court chemin reliant x a y. Mais c'est aussi le supremum, parmi toutes les fonctions dont 
la derivee (en valeur absolue) est toujours inferieure a 1, du module de la difference f(x) — f(y). 
Ceci se verifie sans difficulte sur un exemple simple. Choisissons comme espace la droite reelle. La 
fonction / definie sur R par f(x) = x a une derivee constante f'(x) = 1, et on a bien 

I/O) - f(y)\ = \x-y\ = distance (x,y). 

Si une fonction g est telle que \g(x) — g(y)\ > \x — y\, alors par le theoreme de la valeur intermediate 
il existe necessairement un reel c € [x,y] tel que 

\g'(c)\ = > 1. 

\x-y\ 

On voit ainsi que les deux definitions de la distance, l'une comme plus court chemin, l'autre comme 
supremum d'une difference d'observables, coincident. 

Cet exemple elementaire illustre comment faire de la geometrie de maniere algebrique. Plus 
generalement la geometrie au sens usuel est commutative, c'est a dire que son expression algebrique 
prend pour cadre la theorie des algebres commutatives. Rappelons qu'une algebre est un ensemble 
muni d'une loi d'addition et de multiplication par un scalaire, sur lequel est defini en outre une 
multiplication. Dans l'ensemble des fonctions a valeur complexe sur un espace, ces lois sont definies 
point par point. Pour la multiplication par exemple, si / et g sont deux fonctions sur un espace 
X, alors 

(f.g)(x) = f(x).g(x) = g(x).f(x) = (g.f)(x). 

Parce que le produit de deux nombres complexes est commutatif, le produit de deux fonctions est 
commutatif, c'est a dire que l'algebre des fonctions sur un espace est commutative. Inversement, 
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etant donnee une algebre commutative A, on sait construire (construction de Gelfand-Naimark- 
Segal) un espace M tel que A soit l'algebre des fonctions (continues) sur M. Ainsi il est equivalent 
de se donner un espace ou une algebre commutative: les proprietes geometriques d'un espace ont 
une traduction dans l'algebre des fonctions sur cet espace, et inversement les proprietes algebriques 
d'une algebre commutative ont une traduction dans l'espace associe par la construction GNS: 



Naturellement, on ne saurait construire un espace tel qu'une algebre non commutative soit son 
algebre de fonctions, puisque l'algebre des fonctions sur un espace est necessairement commutative. 
La geometrie non commutative est une adaptation du dictionnaire qui permet de passer "d'algebre 
commutative" a "espace" en remplacant, partout ou il y a lieu, le mot commutatif par non com- 
mutatif. Evidemment les choses ne sont pas si simples. Abandonner la commutativite implique 
de profonds changements dans les definitions du dictionnaire, et requiert meme la creation de no- 
tions nouvelles. L'investissement mathematiques est lourd mais le jeu en vaut la chandelle car on 
peut alors acceder a de nouveaux types "d'espaces non commutatifs" ou des phenomenes physiques 
trouvent une interpretation geometrique qu'ils n'avaient pas jusque la. Par exemple le champ de 
Higgs apparait comme le coefficient d'une metrique dans une dimension supplementaire, discrete, 
qui rend compte des degres de liberte internes (spin ou isospin) d'une particule. 

Dans le chapitre suivant, on rappelle comment un espace au sens usuel est topologiquement 
equivalent a une algebre commutative, ce qui permet d'identifier les etats purs d'une algebre comme 
equivalent non commutatif a la notion classique de "point". Le deuxieme chapitre presente la 
structure differentielle due a Connes, en particulier le theoreme fondamental qui - dans sa version 
commutative - fournit une definition axiomatique d'une variete a spin, et propose - dans sa version 
non commutative - la notion de triplet spectral reel comme outil d' investigation de l'univers non 
commutatif. Le troisieme chapitre s'interesse a la formule de la distance, en s'attardant sur la dis- 
tance geodesique dans une variete a spin ainsi que sur divers exemples d'espaces non commutatifs 
finis. Dans le quatrieme chapitre, on aborde de maniere succinte la description du modele standard 
des particules elementaires, en mettant l'accent sur Interpretation du champ de Higgs comme 
coefficient de la metrique dans une dimension supplementaire discrete. Enfin le dernier chapitre 
etudie la question des neutrinos massifs. 




algebre commutative. 



La question naturelle est 



algebre non commutative. 



On emploie la convention d'Einstein de sommation sur des indices repetes, uniquement en 
position alternee (haut-bas). 



Chapter 1 

Topologie de l'espace non commutatif 



Avant de preciser ce qu'est un espace non commutatif, il n'est pas inutile de rappeler en quoi 
un espace geometrique, au sens usuel, est un espace commutatif. Ceci permet l'introduction des 
etats purs comme "points" de l'espace non commutatif. On trouvera les demonstrations dans des 
traites d'algebres d'operateurs tels que [69136149] ou dans [3^ pour un traitement plus oriente vers 
la geometrie non commutative. 

I Equivalence topologique entre espace usuel et algebre commu- 
tative 

Au sens le plus elementaire, faire de la geometrie c'est etre capable de determiner si deux 
elements sont voisins l'un de l'autre. C'est en effet sous cette condition qu'un ensemble prend le 
nom d'espace. Mathematiquement, il s'agit de munir un ensemble X d'une topologie, c'est a dire 
de definir la notion de sous-ensemble ouvert (d'oii celle de fonction continue). Quand la topologie 
est sumsamment fine pour distinguer les points, X est dit separe (ou Hausdorff). X est compact 

oo 

signifie que de tout recouvrement infini d'ouverts f/j - |J Ui = X- on peut extraire un recouvrement 

8=1 

fini. On observe alors que l'ensemble C(X) des fonctions a valeur complexe continues sur X est 
une algebre complexe commutative qui, en tant qu'espace vectoriel, est complete pour la metrique 
induite par la norme 

11/11 = BU P |/(X)| (1.1) 

(C(X) est un espace de Banach). En tant qu'algebre C{X) est munie d'une involution * naturelle 
heritee de la conjugaison complexe ainsi que d'une unite (la fonction constante 1). La norme verifie 

ra<n/nii0ii 

(C(X) une algebre de Banach) ainsi que 

u/f = (i.2) 

(C(X) est une C*-algebre). A tout espace topologique compact se trouve done associee de maniere 
canonique une C*-algebre complexe commutative avec unite. 

Reciproquement, a toute C*-algebre complexe A commutative correspond l'espace localement 
compact (pour la topologie *faible) K(A) des caracteres de A. Un caractere est un homomorphisme 
d'algebre (necessairement surjectif) 

H : A^ C. 
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CHAPTER 1. TOPOLOGIE DE LESPACE NON COMMUTATIF 



Soulignons plusieurs proprieties 1)1. 311.411.611. 7J) des caracteres, simples mais essentielles en ceci 
qu'elles constituent le pivot de la generalisation au cas non commutatif. Tout d'abord lorsque A 
possede une unite I, fj,(T) = /u(I) 2 d'ou 

/x(I) = 1. (1.3) 

II s'en suit qu'un element inversible ne peut avoir pour image zero; done a—fj,{a)l n'est pas inversible. 
Autrement dit, pour tout caractere \i et tout a de .4, 

p{a) G sp(a) (1.4) 

ou sp(a), le spectre de a, est Pensemble des valeurs A telles que a — XI n'est pas inversible. Ensuite, 
sachant que pour tout element a d'une C*-algebre complexe 

sup |A| < ||a|| , (1-5) 

A G sp(a) 

l'egalite etant atteinte pour les elements normaux (a* a = aa*), on observe que 

M = sup W = i (L6) 

a€A \\ a \\ 

Enfin, on montre qu'un caractere evalue sur un element autoadjoint a valeur dans R. En decomposant 
tout a en elements autoadjoints, a = a\ + ia 2 avec a\ = \{a* + a) et 02 = |(o* — a), il apparait 
qu'un caractere preserve l'involution 

H(a*) = /j,(ai - ia 2 ) = ~ ^(02) = p>{a). (1.7) 

Une forme lineaire de ce type est dite involutive. 

A l'aide de ces proprietes, on etablit (theoreme de Gelfand) que la transformation qui a tout 
a £ A associe l'application a S Cq(K(A)), 

a{n) = n{a), 

est un *isomorphisme isometrique (i.e. preservant l'involution et la norme) de A dans Cq{K(A)). 
Lorsque A est munie d'une unite, K(A) est compact et A est *isomorphe a Pensemble des fonctions 
continues sur K{A). Quand une algebre n'a pas d'unite, on peut toujours lui en adjoindre une en 
considerant l'algebre augmentee. On suppose done dorenavant, sauf mention contraire, 
que les algebres ont une unite I. Avec cette convention, le theoreme de Gelfand signifie que 
toute C*-algebre complexe commutative peut-etre vue comme l'algebre des fonctions continues sur 
son espace des caracteres. 

Ainsi a toute C*-algebre complexe commutative A est associe un espace compact K(A), tandis 
qu'a tout espace compact X est associe une *algebre commutative C(X). Le theoreme de Gelfand 
assure que 

A — > K(A) — » C(K(A)) ~ A. 
A l'inverse on montre que l'espace des caracteres de C(X) n'est autre que X, 

X — ► C(X) — > K{C(X)) ~ X. 

Dans un langage plus rigoureuJ^, la categorie des C*-algebres commutatives complexes avec unite 
est equivalente a la categorie (opposee) des espaces compacts, 

espace compact <^=^ C*-algebre commutative.. 

Sans entrer dans le detail du langage des categories, soulignons l'importante consequence de cette 
equivalence: 
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Proposition 1.1. Deux C* -algebre complexes commutatives sont isomorphes si et seulement si 
leurs espaces de caracteres sont homeomorphes. 

De maniere plus generale, toute l'information topologique d'un espace compact est contenue dans 
C(X). Soulignons que ceci reste vraie pour l'algebre des fonctions lisses C°° (M) sur une variete 
compacte M: bien que C°° (M) ne soit pas une C*-algebre mais seulement une sous-algebre dense 
de C(M), tout caractere de C°° (M) s'identifie a un point de M. 

En consequence deux points de vue sont possibles: classiquement on prend les points x comme 
objet premier et on interprete les resultats de l'experience comme des evaluations d'observables sur 
ces points, ou bien on considere les observables / comme premieres et les points sont, par definition, 
les objets evaluant les observables. Quand l'espace peut etre munie d'une topologie, c'est a dire 
quand les observables (vues comme fonctions continues) commutent, ces deux points de vue sont 
equivalents, 

x(f) = f(x), 

et les points sont les caracteres de l'algebre des observables. Mais en mecanique quantique la 
partie droite de l'equation, revaluation d'une observable en un point, est mal definie. En revanche 
l'ensemble des observables est bien defini et c'est une algebre non commutative. Pour donner sens 
a la partie gauche de l'equation, il suffit de trouver l'objet equivalent au caractere pour une algebre 
non commutative. 

II Etats purs 

Lorsque A est une C*-algebre complexe non commutative, ses caracteres ne forment pas un 
ensemble localement compact. lis ne sont d'ailleurs pas interessants en regard de la non commuta- 
tivite puisqu'un caractere, par nature, identifie ab a ba {ab — ba a pour image zero). Neammoins, a la 
lumiere du theoreme de Gelfand, les C*-algebres non commutatives sont le candidat ideal pour jouer 
le role d'algebre des fonctions d'un "espace non commutatif'. En tant qu'ensemble, cet espace est 
compose des formes lineaires sur l'algebre qui verifient les proprietes des caracteres, exceptees celles 
ayant trait a la commutativite (a savoir la multiplicativite: /j,(ab) = fi(a)fi(b) = fi(b)fi(a) = fi(ba)). 

Definition 1.2. Un etat sur une C* -algebre complexe est une forme C-lineaire positive de norme 1. 

La norme est la norme d'operateur defini en 

On rappelle qu'un element a est positif s'il est autoadjoint et sp(a) C [0, +oo[ ou, de maniere 
equivalente, s'il existe un element b tel que a = b*b. L'ensemble des elements positifs est note „4+ 
et une forme lineaire r est positive si t(A + ) = C + = M + . On montre |36l Th. 4-3-2] qu'une forme 
lineaire r sur une algebre de Banach avec unite est positive si, et seulement si, elle est bornee et 
||t|| = r (I). Par consequent un etat se definit de maniere equivalente comme une forme C-lineaire 
positive satisfaisant 

r(I) = 1, (1.8) 
ou encore comme une forme C-lineaire bornee telle que 

|| T || = r(I) = 1. (1.9) 

La positivite est une condition necessaire mais non suffisante pour garantir Pinvolutivite. Cependant 
quand l'algebre a une unite la positivite implique [Ml Lem. 9.11], et done equivaut a, 

r(a*)=f(a). (1.10) 

L'espace des etats est convexe. Les points extremaux, c'est a dire les etats r pour lesquels il 
n'existe pas d'etats t\, t% ^ r et de nombre t G [0, 1] tels que r = tr\ + (1 — t)r^, sont appeles etats 
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purs. Dans le cas commutatif, les caracteres s'identifient aux etats purs. Par analogie ce sont les 
etats purs de A, note V(A), qui tiennent lieu de "points" pour l'espace non commutatif, 

espace non commutatif <^=^ C*-algebre non commutative. 

II s'agit d'une analogie, non d'une definition stricte. Pour certains resultats (en particulier concer- 
nant les distances), on est amene en prendre en compte des etats non purs. 

Les etats de A constituent le socle de l'espace non commutatif parce qu'ils y jouent le role des 
"points", mais aussi parce qu'ils garantissent, par la construction GNS (Gelfand-Naimark-Segal), 
de pouvoir travailler concretement avec A vue comme sous algebre de Palgebre des operateurs 
bornes sur l'espace de Hilbert 

Theoreme 1.3. Toute C* '-algebre complexe a une representation isometrique en tant que sous- 
algebre de V algebre B{TL) des operateurs bornes sur un espace de Hilbert. 

On renvoie aux traites d'algebre pour une etude de la construction GNS. Soulignons simplement 
que ce resultat est fondamental puisqu'il permet, en considerant des C*-algebres, de travailler 
concretement avec une algebre d'operateurs sur un espace de Hilbert. 



Chapter 2 



Structure differentielle pour Pespace 
non commutatif 



Le theoreme de Gelfand etablit une equivalence entre algebre commutative et espace topologique. 
Par analogie on "etend" cette equivalence aux algebres non commutatives en interpretant ces 
dernieres comme algebres des fonctions sur un "espace non commutatif dont les points sont 
donnes par les etats purs. Mais une analogie topologique n'est pas suffisante. Outre la topolo- 
gie, l'espace physique est muni d'une structure differentielle et d'un espace de degres de liberte 
internes (le spin en mecanique quantique, Pisospin pour le modele standard). De meme que les pro- 
prietes topologiques peuvent etre traduites en terme d'algebre commutative, l'objet mathematique 
utilise pour decrire l'espace de la theorie quantique des champs la variete a spin a une definition 
algebrique. Privilegier cette definition rend possible son adaptation aux espaces non commutatifs. 
Apres quelques rappels de geometrie differentielles, on presente ici la construction de la structure 
de spin (puis de Poperateur de Dirac) par les modules de Clifford (cf . I3T1 pour un expose detaille) 
plutot que la construction en fibre principal souvent developpe d ^ ^ l -^ ISill car la transition au do- 
maine non c omm utatif est alors plus aisee. Cette transition, via les axiomes de la geometrie non 
commutative^^ le theoreme de Connes sont donnes en fin de section. Inutile de preciser qu'il ne 
s'agit la que d'un survol de la theorie, on renvoie a ^2] pour l'expose fondamental, ainsi qu'a |SH 
pour une presentation detainee des preuves. 



I Varietes, fibres, metrique 

On decrit l'espace physique (ou Pespace temps en relativite) par une variete differentiable M 
de dimension m, sur laquelle on definit un systeme de coordonnees locales x^ 1 , /i = 1, ...,m. Une 
courbe c dans M est la donnee de m fonctions coordonnees : t i— ► c^(t) G K. Le vecteur X(xq), 
tangent a la courbe c en xq = c(0), est defini par son action sur une fonction / : M — > R, 

En associant de la sorte un vecteur a tout point c(i), on definit le champ de vecteur tangent 

d 

X = X»— 

ou X^(c(t)) = ^f\t- En tout point x de M, Pensemble des vecteurs tangents aux courbes passant 
par x forme un espace vectoriel: l'espace tangent T X M dont la base canonique en coordonnees 
locales est notee {d^ = J^}. L'espace cotangent, dual de l'espace tangent, est l'espace des formes 
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differentielles dont la base canonique {dx^} est donnee par la relation de dualite 

ou 5 designe le symbole de Kronecker. 

Soit K un corps (typiquement RouC). Un K-fibre vectoriel E M est un espace topologique 
localement homeomorphe au produit Ui x F, ou Ui est un ouvert de M et F un espace vectoriel sur 
K, 7r designant la projection de E sur M. Pour tout x de M, ^ = 7r _1 (x), la fibre au dessus de x, 
est isomorphe a F. Une section locale (Tj de 22 est une application de U% dans 22 telle que iroai soit 
l'identite de Ui. Si r est la dimension de F, une section locale est la donnee de r fonctions de Ui 
dans R, appelees composantes de la section. Une section locale est differentiable (continue) quand 
ces composantes sont des fonctions differentiables (continues) sur M. Une section differentiable 
(continue) est une collection de sections locales differentiables (continues) {a{\ telle que l'union des 
Ui soit un recouvrement de M. On note r°°(22) (resp. T{E)) l'ensemble des sections differentiables 
(continues) de E. C'est le module (par convention, a droite) sur Palgebre C°° (M) (resp. C(M)) 
des fonctions lisses (continues) sur M, 

(cti + a 2 f)(x) = (Ti (x) + a 2 (x)f(x) (2.1) 

pour tout ai, &2 G r°°(22). En prenant F = W\ ou n est la dimension de M, et 7r _1 (x) = T X M, on 
construit le fibre vectoriel reel TM, appele fibre tangent. L'ensemble des sections 

X(M) = r°°(TM) 

est l'ensemble des champs de vecteurs lisses sur M. De maniere analogue, on construit le fibre 
cotangent T*M dont les sections 

Q}(M) =r°°(T*M) 

sont les champs de 1-forme. 

Une metrique riemannienne g est une application bilineaire symetrique (g(X,Y) = g(Y,X)), 
definie positive (g(X,X) > pour X / 0) de X(M) x X(M) dans C°° (M). Si g est seulement 
non degeneree (g(X,Y) = pour tout Y =>■ X = 0), la metrique est dite pseudo-riemannienne. 
Dans les deux cas, g definit une bijection de C°° (M)-module entre X(M) et 1 (M), la bijection 
musicale bjj 

A'(M)^fi 1 (M) : X ^ X b tel que X b (y) = 5 (X,y), 
O x (M) -Y(M) : C7 ^ tel que g{w\ Y) = w{Y), 

ou X'°(.) designent Taction par dualite de il 1 (M) sur X(M). Le gradient d'une fonction 
/ € C°° (M) est par definition 

grad/ = #". (2.2) 

La metrique induit une forme bilineaire symetrique definie positive (ou seulement non degeneree 
dans le cas pseudo-riemannien) sur Q 1 (M), pareillement notee g, 

g(w!,w 2 ) = g(w\,w\). (2.3) 
En tout x, T X M et T*M sont munis de la nor me de 



||grad/|| = 5 (grad/",grad/) = g(df,df) = \\df\\ 



(2.4) 
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II Structure de spin 
Module de Clifford 

h'algebre exterieure AV sur un espace vectoriel reel V est l'algebre formelle generee par un 
element identite I et les produits v\ A ... A v k avec v%,Vk £ V, k < dim V, v\ A w 2 = — u 2 A v\ 
et I A v = v. Lorsque V est munie d'une forme bilineaire non degeneree g, symetrique a valeur 
dans M, on construit Valgebre de Clifford Cl(V, g) en "quantifiant" la relation d'anticommutation de 
l'algebre exterieure a l'aide de g. Concretement, C\(V,g) en tant qu'espace vectoriel est identique 
a AV mais le produit est defini de sorte que 

uv + v u = 2g(u, v)I (2-5) 

pour tout u,v G V. Avec V c = V + iV le complexifie de V et l'extension de g, g(u, v + iw) = 
g(u,v) + ig(u,w), on construit de la meme maniere l'algebre de Clifford complexe C1(V). On omet 
g dans la notation car toutes les formes non degenerees sur V + iV donnent des algebres de Clifford 
isomorphes. On obtient ainsi [M\ Lem. 5.5} 

Cl(R 2rn ) ~ M 2 m(C) et Cl(M 2m+1 ) ~ M 2 -(C) © M 2 m(Q. (2.6) 

C1(V) est munie d'une involution *, obtenue en etendant 

(Xvi...v k )* = \v k ...vi (2.7) 

avec A £ C, vx,...,Vi- € V, par linearite a tout C1(V) (restreint a V l'involution coincide avec 
l'identite, ce qui est coherent puisque V est un espace vectoriel reel). 

Un element de C1(V) est pair lorsqu'il s'ecrit comme combinaison lineaire de produits d'un 
nombre pair de vecteurs de V. On note Cl + (V) la sous-algebre generee par les elements pairs, 
et C1 _ (V) le sous-espace vectoriel des produits impairs de vecteurs. En tant qu'espace vectoriel, 
C1(V) = Cl + (V) © C1 _ (V). On note x l a ^2 graduation correspondante 

X(a) = ±1 pour a £ C^tV). (2.8) 

Lorsque g est definie positive, on definit l'element chiralite de C1(V) 

7= (-i) m eie 2 ...e n (2.9) 

ou {ef\ est une base de V orthonormee pour g et n = dim V = 2m ou 2m+ 1. Modulo l'orientation, 
7 est independant du choix de la base orthonormee. On verifie que 7 2 = 7*7 = I. La chiralite 
anticommute ou commute avec V selon que n est pair ou impair. Lorsque n est pair, 7^7 = — v 
pour tout v de V. Etendu a tout C1(V), on montre que 7.7 coincide avec la Z 2 graduation x- 
Lorsque n est impair, 7.7 est l'identite. La restriction, g definie positive, est fondamentale car c'est 
elle qui par la suite nous oblige a consider er des varietes riemanniennes. 

La metrique g d'une variete M est definie sur les sections lisses du fibre tangent TM. Les 
champs de vecteurs lisses sont denses dans l'ensemble des champs de vecteurs continus, et g s'etend 
en une forme bilineaire sur les sections continues T(TM). Par complexification, on obtient une 
forme bilineaire, encore notee g, sur les sections continues du fibre vectoriel complexe de fibre 
V :,..\/ : = T X M + iT x M. Sur chacune de ces fibres g induit une forme bilineaire permettant de 
former en tout x de M l'algebre de Clifford Cl(T x M). Le fibre vectoriel sur M correspondant est 
note CI TM. Le C(M)-module T(CITM) des sections continues de ce fibre est une C*-algebre, 
produit et involution etant definis point par point 



<7i<7 2 (a;) = cri(x)<7 2 (x), cr*(x) = cr(x)* Vx G M 
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ou * designe l'involution dans chaque C1(T X M), et la norme est 

|H| = sup{||<r(x)||} 

ou la norme de a(x) est celle de la C*-algebre Cl(T x M). La construction est identique pour le fibre 
cotangent T*M, ou pour n'importe quel fibre vectoriel reel E sur M, munie d'une forme bilineaire 
non degeneree de T°°(E) x r°°(.E) dans C°° (M). Pour disposer d'une chiralite, on se limite aux 
metriques riemanniennes. 

Definition 2.1. Le fibre de Clifford sur une variete riemannienne M de metrique g est le fibre 
Cl(M) = CIT*M. 

Evaluee en un point x de M, une section a d'un fibre de Clifford est un element <j{x) de 
<C\(T*M). Si F est un espace vectoriel complexe sur lequel agissent chacune des algebres G(T*M) 
via I 'action de Clifford 

c : C\(T*M) End(F), (2.10) 

alors une section a du module de Clifford agit (par convention a gauche) sur une section a' d'un 
fibre vectoriel E — > M de fibre F (i.e. tt~ 1 (x) ~ F pour tout x) par 

(c(a)a') (x) = c(o~(x))a'(x). 

Lorsque Paction de c(a) est continue, c'est a dire lorsque c(a)a' G T(E) pour tout a G T(C1(M) et 
a' £ r(E'), T(E) est un r(Cl(M))-module a gauche. T(E) etant deja un C(M)-module a droite, 
c'est un bimodule. 

Definition 2.2. Un module de Clifford sur M est la donnee d'un C(M)-module T(E) des sections 
continues d'un fibre vectoriel complexe sur M ainsi que d'un homorphisme C (M) -lineaire 

c : r(C/(M)) -> End(T(E)). 

Autrement dit, un module de Clifford sur M est un T(Cl(M))-C(M) -bimodule de sections d'un fibre 
vectoriel complexe sur M . 

Si dim M = 2m, d'apres (|2.6j) toutes les actions irreductibles de C1(M) sont de dimension 2 rn . Si 
dim M = 2m + 1, il y a deux representations irreductibles inequivalentes de dimension 2 m . Quand 
le rang du fibre E (i.e. la dimension de ses fibres en tant qu'espace vectoriel) n'est pas egale a 
2 m dans le cas pair, 2 m+1 dans le cas impair, chaque fibre E x se decompose en somme directe de 
sous-espaces vectoriels invariant par Taction de l'algebre de Clifford. Au contraire quand Paction de 
Palgebre de Clifford est irreductible sur chaque fibre, T(E) est un module de Clifford irreductible. 

Groupe Spin 

Classiquement, le fibre des spineurs sur une variete M de dimension n est construit a partir du 
fibre tangent par le relevement du groupe SO(n) (groupe de structure du fibre principal associe au 
fibre tangent) a son recouvrement universel Spin(n). L'approche algebrique construit directement 
un spineur comme support d'une action irreductible du groupe Spin, vu comme sous groupe de 
l'algebre de Clifford. 

Soit V un espace vectoriel munie d'une forme bilineaire non degeneree g. Un vecteur u £ V est 
unitaire quand g(u,u) = 1. Vu comme element de C1(V), v? = I par (|2.5|) done u est inversible. 
On note <f>(u) l'endomorphisme de V 

<j)(u)v = x( u ) vu l = —uvu = (vu — 2g(u, v))u = v — 2g(u, v)u 
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ou x es t la ^2 graduation definie en (|2.8|) . Restreinte a V, qui est laisse globalement invariant, 
Paction de 4>{u) est la reflexion par rapport a l'hyperplan orthogonal a u (pour s'en convaincre on 
peut regarder C1(K 2 ) avec pour g le produit scalaire usuel). Par la multiplication 

(t> Ul u 2 W) = U^Ui VU1U2 = 4>u 2 

ces reflexions generent le groupe orthogonal 0(V). L'ensemble des produits pairs de reflexions est le 
sous-groupe des rotations SO(V) (c'est la composante connexe de l'identite de 0(V)). L'ensemble 
des produits pairs de vecteurs unitaires w de V c (w = Xu avec A un nombre complexe de module 
1 et u un unitaire de V) est un sous groupe de C1(V) note Spin c (U). 

Pour tout w G Spin c (U), l'application <fi(w) : v 1— ► wvw (x( w ) = +1) es t une rotation dans V. 
<j> apparait comme un homomorphisme de Spin c (U) dans SOiV). Un element du noyau de (f> est 
un unitaire central pair de C1(V) et on montre |31l p. 180} qu'un tel element est necessairement 
un scalaire. Autrement dit ker (j) ~ U(l). Pour w = w\...W2k G Spin c (U), on definit l'homorphisme 
v a valeur dans U{V) 

v(w) = w 2 k--W\Wi--W2k = Ai...A 2fc 

ou A, = wf € U(l). Le groupe Spin(V) est par definition le noyau de v. La conjugaison complexe 
est definie sur tout C1(V) en etendant par linearite Xv = Xv pour A € C, v G V. Spin(V) est 
l'ensemble des unitaires pairs w de C1(V) satisfaisant w*w = w*w = I, ou encore w = w. En 
definissant la conjugaison de charge k 

k(o) = x(a) 

pour tout a £ C1(V), le groupe Spin apparait comme le sous groupe de Spin c invariant par con- 
jugaison de charge. Le noyau de cj) restreint a Spin(V) est {—1,1}. En prenant V = W 1 et g 
une metrique (pseudo-)riemannienne, on retrouve que le spin est le recouvrement universel a deux 
feuillets du groupe des rotations. 

Variete a spin 

Par definition, un spineur est une section d'un fibre vectoriel sur une variete M dont chaque 
fibre est le support d'une representation irreductible du groupe Spin(M) = Spin(T^M). Le module 
des sections continues de ce fibre est done un module de Clifford irreductible. Cette propriete n'est 
pas suffisante pour caracteriser de maniere algebrique un fibre de spineurs car rien ne garantit 
que tout module de Clifford T(E), fusse t'il irreductible, soit le module des sections d'un fibre de 
spineurs. Dans le cas ou M est de dimension n = 2m paire, on obtient un module de spineur en 
demandant que T(E) implemente une equivalence de Morita entre C(M) et T(C1(M)). 

Definition 2.3. Deux C* -algebres A et B sont Morita- equivalentes si et seulement si il existe un 
A-module a droite plein £ tel que End^(£) ~ B, ou End^(£) est la fermeture (pour la topologie de 
la norme d'operateur) de Valgebre des endomorphismes de £ de A-rang fini. 

Cette definition demande plusieurs precisions. Un .A-module £ est plein lorsqu'il est muni d'un 
"produit scalaire a valeur dans A", c'est a dire d'une forme de £ x £ dans A definie positive, 
A-lineaire a droite, antisymetrique ( (u\v) = (v\u)*), et telle que (£\£) = A. Un endomorphisme de 
£ est dit de A-rang fini lorsqu'il est du type: 

|r)(s|: 1 1 — ► r(s\t), 

r,s,t G £ . Ces operateurs torment une algebre qu'on munit de la norme d'operateur 

sup{||r( s |i)||/||i|| = l} 
ou la norme dans £ est definie a partir de la norme de A par \\t\\ = y/\\(t\t)\\. 
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On montre que tout £ implementant Pequivalence de Morita entre deux C*-algebres A et B est 
necessairement de type projectif fini en tant que A module (cf condition 3, section III. 4 pour la 
definition d'un module projectif fini). Si ,4. = C(M), alors d'apres le theoreme de Serre-Swan, £ est 
le module des sections continues d'un fibre vectoriel sur M: £ = T(E). Si de plus B = r(Cl(M)), 
on montre qu'il existe un isomorphisme de fibre vectoriel End E ~ C1(M) ou End E designe le fibre 
vectoriel sur M de fibre End(^ 2 ). C1(M) est de rang 2 n , done End E est de rang 2 n , ce qui signifie 
que E x est de dimension \p2J^ = 2 m . On peut done choisir Taction de Clifford de telle sorte que T(E) 
soit un module de Clifford irreductible. Rien n'assure en revanche qu'implementer Pequivalence 
de Morita soit une condition necessaire pour que T(E) soit irreductible. Mais il apparait que la 
condition sur M pour que C{M) et T(C1(M) soit Morita equivalente (theoreme de Plymen [311 
Th. 9.3]) est tres exactement la condition qui, dans l'approche classique, autorise le relevement de 
SO(n) au groupe Spin c (n). 

La possibility du relevement a Spin(ra) correspond [ibid, Th. 9.6] a l'existence d'une bijection 
antilineaire J : T(E) — > T(E) telle que 

Jtyf) = (#)/pour/£C(M), 

J(aiP) = X (a)J%b pour a £ r°°(Cl(M)), (2.11) 
(J4\Jrl>) = {il>\<t>) pour far!) £ T(E) 

ou ip £ T(E) et on identifie a et / a leurs actions sur T(E). On montre [ibid, Lem 9.7\ qu'un tel 
operateur J est necessairement de carre ±1. 

Le produit scalaire sur T(E) a valeur dans C{M) est choisi de sorte que Paction de Clifford soit 
autoadjointe, 

(0|c(a)V) = (c(a*)</#). 

On note c(a)^ = c(a*). Si M est orientee, il existe un repere mobile de 1-formes {ej} (i.e. une 
section lisse du fibre cotangent) tel qu'en tout x de M les chiralites "y(x) definies par ()2.9|) sur 
chaque fibre de C1(M) s'ecrivent 

j(x) = H) m ei(z)...e n (x). 

7 est une section de C1(M) et 0(7) est une graduation (i.e. 0(7)^0(7) = c(7) 2 = I) de T(E). On 
note r(i?) ± les sous-espaces propres de 0(7) de sorte que 

T(E) = T(E) + ®T(E)~. 

Si M est de dimension paire, 0(7) anticommute avec c(w) pour toute 1-forme w £ O(M). Pour 

il>± £ r(E)±, 

c(7)c(ro)'0 = ' : = = Fc(tz7)-0 ± , 
autrement dit 0(7) echange T + (£') et T~(i?). 

Definition 2.4. ?7ne structure de spin sur une variete M de dimension paire est la donnee d'un 
bimodule S garantissant I 'equivalence de Morita C(M)-T(Cl(M)), d'une bijection J satisfaisant 
\2.11\) et d'une orientation de M . 

M est alors dite variete a spin. Lorsque M est de dimension impaire, la construction est analogue 
en remplacant C1(M) par C1 + (M) qui est le fibre sur M de fibre Cl + (T*M). 

Ill Operateur de Dirac 

Connexion 

Deux vecteurs en des points differents de M appartiennent a deux espaces tangents distincts, 
il n'y a done a priori pas de sens a vouloir les comparer. Pour realiser une telle comparaison, on 
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doit au prealalable definir la notion de transport parallele, c'est a dire la maniere de transporter 
un vecteur d'un point x en un point y "sans le modifier". La premiere idee consiste simplement 
a definir le transporte parallele d'un vecteur v^d^ £ T X M comme le vecteur v^d'^ £ T y M ou <9 M 
est la base en coordonnees locales de T X M et d'^ la base locale de T y M. Si la variete est munie de 
coordonnees cartesiennes globales, c'est a dire si M ~ R m , cette definition du transport parallele 
coincide avec la vision elementaire du vecteur comme la donnee d'une "fleche en un point". Ce 
n'est deja plus le cas en coordonnees polaires et c'est encore moins vrai quand la variete ne dispose 
pas d'un systeme de coordonnees globales. On definit done le transporte parallele d'un vecteur d u 
de T X M dans la direction dx^ comme le vecteur 

de Tx+dx^M , ou T x u E C sont appeles coefficients de la connexion. De maniere equivalente, une 
connexion associe a tout vecteur de T X M une 1-forme de T x+c i x ^M a valeur vectoriel 

v : ^ r* a d x ® dx a 

ou 

r* a (dx a ,d v ) = r* u . 

Ainsi, une connexion sur un fibre vectoriel E —> M est une application lineaire 

V : T°°(E) — ►r 0O (£)<g>0 1 (M) (2.12) 

satisfaisant la regie de Leibniz 

V(<r/) = (V<r)/ + <7®# 

pour tout a £ T°°(E) et f £ C°° (M) . d designe la derivee exterieure de chaque AT*M etendue 
aux sections lisses. Les coefficients de connexion sont obtenus en ecrivant localement, dans une 
base {cfa M } de £1 (M), Paction de la connexion sur une base locale {cj} de F ao (E), 

Vo-i = Y^Uj ® dxP. (2.13) 

Ainsi 

Va = Vo- i f i = (Vo-i)/* + <Ti ® d(f), 

= f i Tlo- j ®dx» + a i ®d(f i ), 

= (d + T)a (2.14) 

ou on note da = ai® d(f l ) et Ta = /T| Oj &> dx^ 1 . 

Lorsque E est le fibre tangent TM sur une variete riemannienne ou pseudo-riemannienne, il 
existe une unique connexion, la connexion de Levi-Civita, de torsion nulle (cf. |5U| pour une 
definition de la torsion) et compatible avec la metrique de la maniere suivante: 

g(vX,Y)+g(X,VY) = d(g(X,Y)) (2.15) 

pour tout X,Y £ X(M). g agit sur (X(M) ® S2 1 (M)) x X(M) par "contraction des indices" 

g(ridi g> dx v ,t x d x ) = rlt x g(d l ,d x )dx u , 

r* , i A etant des nombres reels. Apres identification de g(X, .) a A 1, = w, (|2.15|) definit une connexion 
de Levi-Civita sur E = T*M a valeur dans r°°(T*M) ® Q}(M) ~ Vt l {M) ® 1 (M), 



Vw(Y) = d(w(Y)) - w(vY), 



(2.16) 
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pour tout Y de X(M). Pour m = dx\ Y = <9 M , (t2~16l) avec (l2~TTill donne Vda^ft,) = -T^dx^ d'ou 

Vdx i = -H-.tfec 3 ' (8) 
Localement Paction de V sur un m = dx l fi £ T*M s'ecrit 

S7m = (d — T)m 

ou dm = dx l (8 et Tru = — fiT^dx 3 <8 dx M . Par application recursive de la regie de Leibniz, V 
s'etend a tout r°°(Q(M), 

vH = V(tt)t) + uV(t)) (2.17) 

pour tout u, v S r°°(G(M)) (le produit (Vit)t> consiste a multiplier les composantes dans l'algebre 
de Clifford en laissant invariante la partie 1 (M)). 

Connexion de spin 

Pour une variete a spin (M,S,C), il existe une unique connexion de spin V s generalisant la 
connexion de Levi-Civita tout en etant compatible avec la structure de spin |31| Th. 9.8]. 

Theoreme 2.5. Soit (M, S, J) une variete a spin de dimension n. II existe une unique connexion 
V s : r°°(S) -> r oo (S') (8 VL l (M) hermitienne, i.e. 

(V 5 t/#) + (V|V S </>) =d(i;\4>), 

commutant avec J et telle que 

V s (c{a)ip) = c(Va)V> + c(a)v s ip pour a G Cl{M),ip G r°°(S) 
ou c designe V action de T°°(Cl(M)) sur r oo (S') induite par \2.1U\) et V la connexion \2.1T\j . 

L'action de l'algebre de Clifford se reecrit comme une application de T co {S) (8 r°°(Q(M)) dans 
T°°{S) en posant 

c(ip (8) a) = c(a)ip. 

Definition de l'operateur de Dirac 

L'objet fondamental d'une geometrie spinorielle est V operateur de Dirac, defini comme suit. 
Definition 2.6. L'operateur de Dirac d'une variete a spin (M, S, J) est Vendomorphisme de T°°(S) 

D = -i(co V s ). 

Cet objet coincide bien avec l'operateur de Dirac de la theorie quantique des champs. Pour 
s'en convaincre, ecrivons localement Taction de la connexion de spin. Tout espace de Hilbert de 
dimension finie admettant une base orthonormee, il existe en tout x de M une base orthonormee de 
T X M, {d a = ea(x)d^}, ainsi qu'une base duale de T*M, egalement orthonormee, {dx a = e®dx^}. 
Le vielbein {e^} designe la matrice inverse de {e^} et satisfait 



(2.18) 
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ou g^ v = g(dx fl ,dx u ). Soit {7 a ,7 6 } un champ de matrices de Dirac, i.e. des matrices autoadjointes 
de Mfc(C) (k = 2l n / 2 l est la dimension de la representation irreductible de C1(M) dans le cas pair, 
de C1(M) + dans le cas impair) telles que 

7 a (x) 7 6 (a;) + 7 b (xh a (x) = 25 ab I (2.19) 

en tout x de M. En definissant la representation 

c{dx a ) = 7 a , (2.20) 

Paction de dx» £ C1(M) sur S 

c(dx^ = 7 m V = e^7> (2.21) 

(on utilise un indice grec pour les coordonnees de la variete et un indice latin pour le fibre, a est 
contracte avec a) est bien une representation (irreductible) de C1(M) puisque 

c{dx»)c{dx u ) + c{dx u )c{dx») = 2e^5 ab I, 

= 2g(dx t ", dx v )l = c(dx^dx u + dx u dx»). 
On montre alors que la connexion de spin s'ecrit 

V 5 = d - ^j^a j ® dx? (2.22) 

ou 7i = j l et d agit sur un spineur ip = Sif 1 -f l £ C(M), s« G T°°(S)- selon dip = Si®d(f l ). Quand 
la variete est plate (ce qui est le cas en theorie des champs quand on suppose que l'interaction a un 
lieu dans une region ou la courbure est localement negligeable) et que l'on choisit les coordonnees 
cartesiennes, les coefficients de connexion sont nuls et 

iD^j = c{d^) = c( Sl 8 a fdx a ) = c(dx a ) Si d a f l = -fsidaf = (2-23) 



IV Triplets spectraux: axiomes de la geometrie non commutative 

Toute l'information geometrique d'une variete a spin, en particulier la metrique, est contenu 
dans l'operateur de Dirac. Cette remarque, dont nous rappelons dans cette section les points 
cles, est fondamentale puisqu'en donnant une definition algebrique (i.e. en terme d'operateur) des 
objets de la geometrie spinorielle, elle permet de voir la variete a spin commme un cas particulier, 
commutatif, d'une theorie beaucoup plus generale permettant de definir la geometrie d'espaces 
non commutatifs. L'objet mathematique decrivant ces geometries est le triplet spectral reel. Sa 
definition procede par etapes successives, en commengant par isoler les proprietes essentielles (bien 
sur, elles n'apparaissent comme esssentielles qu'une fois la construction achevee) de l'operateur de 
Dirac. 

Proposition 2.7. Si D est l'operateur de Dirac sur une variete a spin M, alors 

[D, f] = -ic{df) pour tout f G C°° (M) . 

Preuve. L'action de Clifford est C(M)-lineaire, c(af)ip = c(a)ipf, done 

i[D, M = 2(V S (V/)) - c(V 5 V)/ = c (V 5 (^/) - (V 5 V)/) = c(V ® df) = c(dfW, 
pour tout a G r°°(Cl(M)), / G C°° (M) et V G T°°{S). ■ 
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Grace au facteur —i dans la definition 12.61 l'operateur de Dirac est autoadjoint. D etant non 
borne, cette affirmation necessite quelques precautions. Notons tout d'abord qu'il existe un produit 
scalaire dans T°°(S), 

<V^> = / (V#)KI (2-24) 
J M 

OU 

Vg = y'det g dx 1 A ... Adx n (2.25) 

est la forme volume de la variete M et g la matrice de composante g(dx^,dx u ). On renvoie aux 
ouvrages de geometries differentielles pour une etude de la theorie de l'integration sur une variete. 
Ici, il nous suffit de savoir que (|2.24|) coincide localement avec Pintegrale de Lebesgue. On note 

TC = L 2 (M,S) (2.26) 

l'espace de Hilbert obtenue par completion de r°°(S') par rapport a la norme issue de ce produit 
scalaire. Dans le cas oil M est plate, Li2(M,S) est l'espace des spineurs de carre sommable de la 
mecanique quantique. On conserve la meme terminologie dans le cas general. On montre alors que 
D est formellement autoadjoint (D = D<) sur T°°(S), puis qu'il est essentiellement autoadjoint sur 
TC, c'est a dire que (D*y est autoadjoint sur le sous-espace de TC compose des spineurs ip n pour 
lesquels a toute suite convergente ip n — * ip correspond un spineur <ft tel que Dip n — > <j). Dans la 
suite, on identifie D a (D*y en ecrivant simplement que D est autoadjoint. 

Quand M est de dimension paire, la graduation 0(7) anticommute avec c(a) pour tout a G 
r-(Q(M)). Avec (I2~2^1) . (I2~2H et (|2~2T1) . 

Dili = -»c( 7 ) (i a d a - Iri^iaA ^. 

Comme 7 J et 7 a 7i7 : ' appartiennent a T~(C\(M)), 0(7) anticommute avec l'operateur de Dirac, 

DT = -TD (2.27) 

ou r designe l'endomorphisme unitaire autoadjoint de TL, extension de 0(7), appele chiralite (on 
garde la meme appellation pour 7 et T). A noter que T est une Z2 graduation de TC (pour eviter 
un conflit de notation, dans toute la suite T designe la chiralite et ne designe plus l'operateur 
apparaissant dans la definition de la connexion de Levi-Civita). 



L'ensemble de ces proprietes est regroupe et generalise dans les notions de triplet spectral et de 
-fT-R-cycle. Pour tout a £ r°°(Cl(M)), c(a) est un endomorphisme borne de H car c(a) est une 
collection d'operateurs c(a) x agissant irreductiblement sur les fibres S x de dimension dim Cl(T x M*) 
finie. Pour les memes raisons, d'apres la proposition 12.71 [D,f] est borne, de meme que / qui agit 
simplement par multiplication sur TC. 

Definition 2.8. Un triplet spectral (A,TC,D) pour une algebre A est la donnee d'un espace de 
Hilbert TC, d'une representation de A dans I 'algebre B(TC) des operateurs bornes sur TC, et d'un 
operateur autoadjoint D, de resolvante compacte, tel que [D, a] £ B(TC) pour tout a £ A. 

Rappelons qu'un operateur D est a resolvante compacted! si et seulement si pour tout A ^ sp(D), 
(D — AH) -1 est compact (un operateur T sur TC est compact quand, pour e > 0, ||T|| < e sauf sur 
un sous-espace de TC de dimension fini). 

Lorsque A est une algebre involutive, on definit la notion de KR-cycle. 

Definition 2.9. Soit n S Z§; un KR n -cycle pour une algebre involutive A est un triplet spectral 
(A, TC, D) accompagne de 
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• une bijection unitaire J antilineaire surTL qui implemente I'involution, i.e. JaJ~ l = a* pour 
tout a de A; 

• si n est pair, une graduation V de 7i qui commute avec A et anticommute avec D; 

• la table de multiplication- commutation suivante 



n mod 8 





1 


2 


3 


4 


5 6 


7 


J' 2 = ±1 


+ 


+ 








- + 


+ 


JD = ±DJ 


+ 




+ 


+ 


+ 


- + 


+ 


JT = ±FJ 


+ 








+ 







Pour n impair, on pose T = I ( qui naturellement commute avec D et J) et on note de fagon generale 
(A,7i, D,T, J) un KR-cycle. 

Si (M, S, J) est une variete a spin de dimension n, D Poperateur de Dirac et V l'extension 
de c{j) aux spineurs de carre sommable, alors (C°° (M) , L%(M, S), D, J,F) est un i"Ci? n -cycle. 
Que (C°° (M) , Ti, D) soit un triplet spectral est evident compte tenu de la discussion precedent la 
definition [TH] (on renvoie a |12l31j pour prouver que D est a resolvante compacte); que J implemente 
I'involution (la conjugaison complexe) de C°° (M) decoule de 1)2.11)1 ; Taction de Clifford est C(M)- 
lineaire done T commute avec la representation de A; l'anticommutation de D et T est etablie en 
1)2.27)1 : reste la table de commutation, montree en detail dans |311 Th. 9.19]. A toute variete a 
spin est associe un .ftTi?-cycle mais l'inverse n'est pas vrai: la donnee d'un i^i?-cycle ne suffit pas 
a construire une variete a spin. Pour ce faire, il faut ajouter une serie de conditions detaillees 
ci-dessous. 



Nous donnons directement les conditions pour qu'un triplet spectral (A,H,D) defmisse une 
geometric non commutativ^^, en rappelant ensuite comment, adaptees au cas commutatif, ces 
conditions tiennent lieu d'axiomes d'une variete a spin. Les trois premieres conditions sont plus 
analytiques qu'algebriques. Elles sont importantes dans la definition axiomatique de la geometrie 
commutative spinorielle mais dans les exemples etudies dans cette these (geometrie de dimension 
zero ou produit de geometries dont l'une est commutative) elles sont toujours remplies. Nous les 
donnons ici par exhaustivite, en renvoyant a |12)14J3l] pour une definition precise des objets qu'elles 
font intervenir. 

Condition 1 (Dimension). L'operateur D^ 1 est un infinitesimal d'ordre ^ oiinGN est la di- 
mension (spectrale) de la geometrie. 

D et ant a resolvante compacte, D -1 definit en restreignant D a Hj ker D est un operateur compact. 
Ainsir - la suite decroissante {A^} des valeurs propres de = \J (-D _1 )t D _1 tend vers zero. D^ 1 

est un infinitesimal d'ordre - signifie que cette suite decroit au moins aussi vite que k~ n , 

lim Xk = 0(h. 

Lorsque A et TC sont de dimension finie, la dimension spectrale est nulle. 

Condition 2 (Regularite). Pour tout a £ A, a et [D,a] appartiennent a I'intersection des do- 
maines de toutes les puissances 5 k de la derivation 5(b) = [\D\,b], ou b est element de Valgebre 
generee par A et [D,A\. 



Cette condition est la version algebrique de la differentiabilite des coordonnees. 
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Condition 3 (Finitude). A est une pre-C* -algebre et V ensemble Ti°° = n Dom D k des vecteurs 

fceN 

lisses de Ti est un module projectif fini. 

Un ^4-module est libre quand il a une base {e^}, c'est a dire un ensemble de generateurs tels que 
a l ei = pour a 1 G A implique a 1 = pour tout i. Un module projectif est une somme directe de 
modules libres. Un tel module n'est pas forcement libre. II est fini lorsqu'il a une famille generatrice 
de cardinality finie. Une pre-C*-algebre est une sous algebre d'une C*-algebre, stable par le calcul 
fonctionnelle holomorphe (cf |31l Def. 3.26]). En particulier C°° (M) est une pre-C*-algebre. 

Les quatre conditions restantes sont d'ordre algebriques et ce sont elles qui seront discutees dans 
les modeles des chapitres suivants. Au triplet spectral (A,H,D) est adjoint une chiralite T c'est 
a dire, lorsque la dimension spectrale n est paire, une Z2 graduation r = V 2 de Ti, autoadjointe, 
qui anticommute avec D et commute avec la representation de A. On note Ti^ les sous-espaces 
propres de F. D envoie un sous-espace dense de TL^ dans si bien que, dans la decomposition 

n = n + + n-, 

^^ol±^ (2.29, 

et D~ = (D + y. Quand n est impair, r = I. 

On demande egalement que H soit le support d'une representation de l'algebre opposee A° 
(identique a A en tant qu'espace vectoriel mais ou le produit est inverse: a°b° = (ba)°) implemented 
par un operateur unitaire antilineaire J, 

b° 1 ^ Jb*J-\ 

tel que 

[a, Jb*J~ l ] = 0. (2.30) 

La representation de A° commute avec la representation de A, et Ti. porte une representation it de 
l'algebre involutive A (8> -4° 

a®&°w aJb*J~ x 

ou Pinvolution est donne par (a ® b°)* = b* (8) (a*)°. De maniere equivalente, on dit que A est 
representee a gauche et A° a droite 

aipb = aJbT 1 ^ = JtfJ^aip. 

Si J 2 = ±1, Jb*J- 1 = J~ x b*J de sorte que 

vr((a®6°)*) = b*JaJ- 1 = JaJ- 1 b\ 

= J(aJ- l b*J)J- 1 = J(aJb*J- l )J- 1 , 
= Jit{a®b°)J- 1 

et J implemente Pinvolution de A tg) ^4.°. 

Condition 4 (Realite). (A A° ,T~C, D,T, J) est un KR" -cycle. J est appelee structure reelle. 
Condition 5 (Premier ordre). La representation de A° commute avec [D,A] 

[[D,a], Jb* J -1 ] = pour tout a,b G A. 



Cette condition stipule que l'operateur de Dirac est un operateur differentiel du premier ordre. 
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Condition 6 (Orientabilite). // existe un cycle de Hochschild c G Z n (A, A®A°) tel que ir(c) = T. 

Cette condition est la generalisation de la non degenerescence de la forme volume pour une variete 
orientee. Avant de definir l'homologie de Hochschild, rappelons qu'un complexe est une suite de 
.A- module E l , i G N, et de morphismes di de Ei dans -Ei+i, 

... — ► Ei-x —* Ei -4 Ei + \ — ► ... (2-31) 

tels que di o di-\ = 0. L'image d'un morphisme est incluse dans le noyau du morphisme suivant; 
quand cette inclusion est une egalite, Im d{-\ = kerdj, le complexe est exact. Sinon on note 
Zi = ker di le module des i-cycles et Bi = Im di—i le module des i-bords. Le quotient Hi = Zi/Bi 
est par definition le i eme groupe d'homologie du complexe (Hi est en fait un ,4-module). L'ensemble 
des Hi forme l'homologie du complexe. En remplagant Ei par Ci(A, N) = N (8> A ® ... ® A ou N 
est un bimodule sur A et le produit tensoriel de A par elle-meme est repete i fois, on a 

... ± d(A,N) ± Ci-i(A,N) -> ... ± C (A,N) X {0} 

ou l'application b de Ci(A,N) dans Q_i(«4, JV) definie par 

i-l 

6(n(8>ai(8)...(8)ai) = nai(8)a2(8> ...®Oj+^J(— l)ra(8>ai(8) ...(8)apOp-(-i(8) ...<8oi + (— l) j Qjn(8)ai(8)...(8)Qi-i 

verifie b 2 = 0, on definit l'homologie de Hochschild de A d valeur dans le bimodule N . On munit 
A (8> A° d'une structure de A-bimodule 

x(a ® b°)y = xay (8> b° pour tout i,t/,a,l)6i 

de maniere a definir l'homologie de Hochschild de A a valeur dans N = A <£> A . Un cycle de 
Hochschild c G Z n (A,A A°) est un element de C n (.A,^4 (g) ^4°) tel que 6(c) = 0. Un element 
c = a <g> 6° <8) ai <8> ■•• <8> a„ de C n (^4, ^4 (g) A. ) est represente sur H par 

vr(c) = aJb*J- 1 [D,a 1 ]...[D,a n }. (2.32) 

Cette representation est coherente avec la proposition 12.71 qui identifie [D,f] a la 1-forme df, 1- 
bord dans la cohomologie de de Rham (cf. ci-dessous). Elle est etendue a tout C n (A,A <£> A ) par 
addition. 

Condition 7 (Dualite de Poincare). Le couplage additif sur K*(A) determine par Vindice de 
I'operateur de Dirac est non-degenere. 

Cette condition est une version algebrique de la dualite de Poincare. Rappelons qu'en remplagant 
dans (|2.31|) Ei par l'espace vectoriel reel £l l (M) des z-formes sur une variete compacte M de 
dimension n, et d l par la differentielle exterieure d, on definit un complexe dont l'homologie est 
appelee cohomologie de de Rham. La dualite de Poincare stipule que pour tout entier positif r < n, 
les groupes de cohomologie de de Rham H r (M) et H n ~ r (M) sont duaux; c'est a dire qu'il existe 
une forme bilineaire non-degeneree de H r (M) x H n ~ r (M) dans R 

{[w r },[w n - r ]) = [ w r Aw n ~ r 

ou [zu r ] designe la classe d'equivalence dans H r (M) de zu r G fT(M). Grace au caractere de Chern, 
cette forme bilineaire se traduit par un couplage additif (i.e. une forme bi-additive) des groupes 
de iT-theorie de l'algebre C°° (M). Pour une definition de ces objets, on peut consulter . Ici, 
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contentons nous de souligner que ce couplage, note n, s'effectue grace a l'indice de l'operateur 
de Dirac (defini ci-dessous) et ne fait pas reference la commutativite de l'algebre, de sorte qu'en 
remplagant C°° (M) par une pre-C*-algebre quelconque (pour de tels objets, la if-theorie existe 
et est identique a la /T-theorie de la C*-algebre obtenue par completion), la condition 7 apparait 
comme la definition abstraite de la dualite de Poincare. 

Sans entrer dans le cas general, precisons un exemple qui sera utile pour l'etude des espaces non 
commutatifs finis (chapitre 3). Quand la dimension spectrale n est paire, la dualite de Poincare 
pour r pair se ramene au couplage additif de Kq{A) x Kq(A) a valeur dans Z (car pour tout r < n 
pair, K r (A) ~ K n - r {A) ^ Kq(A)) defini de la maniere suivante. On note Pi (A) Pensemble des 
projecteurs de Mi(A) (algebre des matrices I X I a coefficients dans A) et GLi(A) les elements 
inversibles de M[(A). On a les plongements evidents 

m G Mi(A) Jje M l+1 (A) et v G GL^A) -> ( V Q J ) G GL l+1 (A) 

et on definit 

oo oo oo 

Moo(A) = {JM^A) , Poo(A) = \JPi(A) , GL^A) = \jGL t {A). 
i=\ i=\ i=i 

Deux projecteurs p,q £ Pi(A) sont equivalents, p ~ q si et seulement si ils sont conjugues via un 
v G GLqo^A), c'est a dire s'il existe k G N et v G GLf :+ i(A) tels que 

P ° V=( I n ° V (2.33) 



fc J \ o k 

Le quotient Kq{A) = Poo{A)/ ~ est un semi-groupe (ie. les elements ne sont pas inversibles) pour 
l'addition 



[p] + M = 



p o 

q 



q 
p 



Kq{A) est par definition le groupe de GrothendieclPSl de Kq(A) dont les elements sont les classes 
d'equivalence de Kq(A) x Kq(A)/ ~, ou (p,q) ~ {p',q') si et seulement si p + q' = q + p'. Kq(A) 
est un groupe pour l'addition (p, q) + (p', q') = (p + p',q+ q') avec l'element nul (0, 0) et l'inverse 
— (q,p) = (p, q)- C'est le meme procede qui permet de construire Z a partir de N: (p, q) s'identifiant 
a p — q, on utilise la notation ±p, ±q pour designer les elements de Kq(A). Si p G Mk(A) et 
q G Mi(A), alors P = p<g> (J(8'I;)g , (J _1 (8)1;) est un projecteur agissant sur TL®C kl (A est supposee 
complexe) et 

n([p]>[<?D = indice(P(D®I k i)P) = dim (ker P(D + (8) I kl )P) - dim (ker P(D~ (8 I k i)P) (2.34) 
ou D+, D~ sont definis dans XFM . 



Definition 2.10. Un triplet spectral satisfaisant les sept conditions ci-dessus est un triplet spectral 
reel, ou encore une geometrie non commutative (spinorielle) , note (A,H, D,T, J). 

V Geometrie commutative 

On appelle geometrie commutative une geometrie non commutative au sens de la definition 12. 1UI 
ou l'algebre A est commutative. Parmi les geometries commutatives, les geometries de Dirac sont 
les triplets spectraux reels 

T D = (C co (M),L 2 (M,S),D,J,T) (2.35) 
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dans lesquels (M, S, J) est une variete riemannienne compacte orientee a spin, D est l'operateur 
de Dirac defini par la connexion de spin et T la chiralite (|2.27f) si dim M = n est paire, V = I 
si n est impair. Les geometries de Dirac sont bien des geometries non commutatives, c'est a dire 
que Td verifient les 7 conditions de la section precedente. On renvoie a pour la preuve de 
cette affirmation. Contentons nous de rappeler que la dimension spectrale de la geometrie de Dirac 
est egale a la dimension de la variete. II est egalement inter essant de s' attar der sur la condition 
d'orientabilite dont l'appellation trouve son origine dans les geometries de Dirac. 

Notons tout d'abord les simplifications dues a la commutativite de l'algebre. C°° (M) est 
identique a son algebre opposee. L2(M,S) est done le support de deux representations distinctes, 
la multiplication a gauche par une fonction /, et Taction a droite correspondant a la multiplication 
par la fonction complexe conjuguee /. Ainsi JfJ _1 ip = ftp, ce qui est coherent avec ()2.11|) puisque 
Jfip = J fJ~ l Jip = fJip (a noter le changement de convention lors du passage du C°° (M)-module 
droit S a l'espace de Hilbert L 2 (M,S) C°° (M)-lineaire a gauche). Dans (t2~32l . identifier J/J" 1 
a / permet de voir le cycle de Hochschild c comme un element de Z n {A), ensemble des re — cycles 
dans l'homologie de Hochschild du complexe 

... X CM) ^ Ci.x(A) - ... - CM) ^ {0} 

ou Ci(A) = A ® ... ® A (A apparait i fois), represente par 

vr(/o ® fx ® ft) = fo[D, fx] ... [D, fr}. (2.36) 

Soit {Uj,Xj} un atlas de M. Xj est une fonction de Uj — > W 1 et chacune de ses composantes Xj 
est element de C°°{Uj). La forme volume 1)2. 25|) est l'unique n-forme qui, evaluee sur toute base 
orthonormee et orientee de TM, vaille 1. Localement, 

v g = ^det g dx] A ... A dx r - 

ou g est la matrice de composante g(d^,d u ) et (en omettant l'indice j) {d^} est la base locale 
de TM. La forme volume est independante du choix des coordonnees sur l'ouvert Uj. Lorsque 
= e'ji_ l dXj} est une base locale orthonormee de 1-formes, g est la matrice identite et 

v g = 6) A ... A Oj = ejdx) A ... A dx 1 } 

ou ej = det | e j M |- O n pose = i n ~ m fjej G C°°{Uj), ou m = [n/2] et / est une partition de 
I 'unite, c'est a dire un ensemble {fj £ C°°(Uj)} de fonctions telles que 

< fj(x) < 1, fj{x) = pour x ^ Uj, fji x ) = 1 pour tout x G M. 

i 

On en deduit l'ecriture non-locale de l'element de volume, 

i n - m v g = S £ j e]dx)N...Ndx n j. 

j 

Le re-cycle de Hochschild c S Z n (A) correspondant est, par definition, 

ues„ j 

ou S n est le groupe des permutations de {l,...,re} et a designe a la fois un element de S n et sa 
parite (l'exposant a egale ±1 selon que la permutation a est paire ou impaire). Par ()2.36[) . en 
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utilisant la proposition 12.71 on verifie que 



^(-ir^e^J W )...c(d; 



n! 



.■\m 



n! 

j o-es, 



...c 



= ( o m E 

3 

= c ( 7 )^ /j = r. 

j 

Ainsi la chiralite est bien l'image du cycle de Hochschild correspondant a l'element de volume. 

Si A, D, J et T commutent avec un projecteur p de TL, alors la geometrie non commutative 
(A, H, D, J, r) peut s'ecrire comme somme directe de deux geometries non commutatives definies 
sur pA et (I — p)A (pour des geometries de Dirac, ceci correspond a une variete non connexe). 
Pour eviter ces cas, on dit qu'une geometrie non commutative est irreductible lorsqu'il n'y a pas de 
projecteur non nul commutant avec A, D, J et T. Ainsi toute variete a spin connexe de dimension 
n definit par (J2.35|) une geometrie de Dirac irreductible, c'est a dire une geometrie non commutative 
irreductible, de dimension spectrale n, definie sur l'algebre C°° (M). A l'inverse, selon le theoreme 
suivant enonce dans ^1] et dont on trouve une demonstration detaillee dans j^], toute geometrie 
non commutative sur C°° (M), irreductible et de dimension spectrale n est une geometrie de Dirac 
pour une variete a spin. 

Theoreme 2.11. Soit T = (A,7i, D, J,T) une geometrie non commutative irreductible sur A = 
C°° (M), de dimension spectrale n = dim M ou M est une variete compacte orientee connexe sans 
bord. Alors 

• existe une unique metrique riemannienne g = g(D) sur M telle que la distance geodesique 
sur M soit donnee par 

d(x,y)= sup {f(x)-f(y)/\\[D,f]\\<l}. (2.37) 

feC(M) 

• M est une variete a spin et les operateurs D' pour lesquelles g(D') = g(D) forment une union 
d'espaces affines identifies par les structures de spin sur M. 

• La fonctionnelle S(D) =-§\D\~ n+2 definit une forme quadratique sur chacun de ces espaces 
affines, atteignant son minimum pour D = D s , I'operateur de Dirac correspondant a la 
structure de spin; ce minimum est proportionnel a V action d' Einstein- Hilbert, c'est a dire 
Vintegrale de la courbure scalaire s 



n — 2 I' , 

S(D S ) = -—— / s^Tgd n x. 



Les deux et troisieme points necessitent quelques explications. La structure de spin de M est 
donnee par le bimodule S = TC°° defini par I'operateur D (cf. condition de finitude) et I'operateur 
J. En regie generale, I'operateur de Dirac D s correspondant a cette structure de spin n'est pas 
I'operateur D. La seule chose qu'on puisse affirmer est que 



D = D 8 + p 



V. GEOMETRIE COMMUTATIVE 



25 



pour p e End(r°°(S")) verifiant 



p, Tp={-\) n pT, JpJ 



-1 



(2.38) 



le signe etant negatif lorsque et seulement lorsque n = 1 ou 5 mod 8. Tout p' satisfaisant (|2.38|) 
definit un operateur D' = D s + p' tel que g(D') = g(D). Ainsi pour la structure de spin donnee 
par T, l'ensemble des operateurs determinant la meme metrique que D est un espace affine. Si 
maintenant on considere une variete riemannienne M ou la metrique g est fixee, il existe plusieurs 
structures de spin sur M (le nombre de structure de spin est fini et est determine par la cohomologie 
de Cech de M). Fixer une structure de spin determine de maniere unique Poperateur D s , et 
les operateur D' du type D s + p definissent un ensemble de geometries equivalentes. Ainsi les 
structures de spin d'une variete riemannienne M permettent de classifier, au regard de la topologie, 
les geometries sur M. 

La fonctionnelle du troisieme point est definie par 



ou ft n est Pintegrale de la forme volume sur la sphere S n et Wres est le residu de Wodzicki (cf 
Th. 7. 5] pour une definition) . 

Le triplet spectral reel est un outil permettant de classifier les geometries spinorielles sur une 
variete compacte (sans bord). L'avantage de cette formulation algebrique est que la definition I2.1UI 
est valable pour des pre-C*-algebres quelconques, pas forcement commutatives. Dans la premiere 
partie de ce chapitre, on a vu que les C*-algebre non commutatives etaient des candidats serieux 
pour jouer le role de fonctions sur un espace non commutatif. De meme que le theoreme de Gelfand, 
par analogie avec le cas commutatif, justifie le choix des etats purs d'une C*-algebre comme points 
d'un espace non commutatif, de meme le theoreme 12.111 suggere que le triplet spectral reel est un 
bon outil pour faire la geometrie de ces espaces non commutatifs. En particulier, et c'est l'objet 
de cette these, la formule ()2.37(l dans sa formulation generale definit une distance sur Pespace des 
etats d'une algebre. 
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Chapter 3 

La distance 



I La formule de la distance 

Classiquement, la distance entre deux points x, y est la longueur du plus court chemin reliant x 
a y. Physiquement cette maniere de voir n'est pas acceptable car la mecanique quantique invalide 
l'idee d'un chemin entre deux points. D'autre part un point n'est pas accessible a Pexperience 
autrement que par l'intermediaire d'une observable. Pour concilier geometrie et mecanique quan- 
tique, il faudrait done definir une distance d(x, y) qui ne fasse reference qu'aux valeurs prises par les 
observables sur x et y. Qu'apparaissent des valeurs d'observables sur d'autres points p est tolere, a 
condition que les-dits points soient caracterises autrement que par une appartenance a un chemin 
entre x et y. Par ailleurs une distance est par definition une fonction de deux variables a valeur 
reeile, positive, symetrique, reflexive (d(x, x) = 0) et qui verifie l'inegalite triangulaire. La maniere 
la plus simple d'implementer ces proprietes au niveau des observables est de considerer une quantite 
du type \f(x) — f(y)\ ou / est une fonction complexe sur l'espace. Dans le cas le plus simple de la 
droite reelle, d(x,y) = \x — y\. Pour que \ f(x) — f(y)\ = \x — y\ il faut au moins que 

\f'(p)\ = 1 pour un point p du segment [x,y], (3-1) 

/' designant la derivee de /. Caracteriser p par son appartenance au segment [x, y] viole les principes 
d'une "bonne" distance au sens quantique. Heureusement la condition 1)3.1 Jl peut s'exprimer 
independamment de x et y. En posant 

d(x,y)= sup {\f(x)-f(y)\/\f'(p)\<l,VpeR} (3.2) 

/eC 1 (R) 

ou C 1 (M) est l'ensemble des fonctions derivables sur R, on verifie aisement que d(x,y) = \x — y\, le 
supremum etant atteint par la fonction de derivee constante (egale a 1): x i— > x. 

Dans cette formule les points demeurent les objets premiers (non seulement parce qu'il s'agit 
d'une distance entre points, mais aussi parce que sont privilegiees des valeurs d'observables en des 
points precis). Cependant le theoreme de Gelfand assure qu'un points x de l'espace n'est rien 
d'autre qu'un etat pur uj x de Palgebre commutative des observables continues sur cet espace. En 
representant A = C 1 (M) sur l'espace des fonctions reelles de carre sommable TL = L2(M) par simple 
multiplication point par point, (|3.2|) s'ecrit 

d(x,y) = sup <^ \u x (f) -uj y (f)\ I 
feA I 

ou ^ est l'operateur de derivation sur L2(M). Pour s'en convaincre, il suffit de remarquer que pour 
tout ip £ Tt, 

[4-, w = -f^ = - (4-i) * = -/v 

dx dx dx \dx J 



dx ' 



< 1 



(3.3) 
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d'ou 

i 

2 



ii/vn ( f R \r(x)mx)\*dx \ 

sup^^- = sup = sup / (x)\. 

</>eH ll^ll VgW V Jr 1^0*0 r ox / zeR 



dx 

En remplagant M par une variete riemannienne a spin M, C 1 (M) par A = C(M), L 2 (M.) par 7i = 
1/2 (M, 5) et ^ par un operateur D tel que (A, TC, D) soit un triplet spectral au sens de la definition 
12.81 (|3.3j) est identique a (|2.37|) . Cette definition de la distance geodesique, en apparence plus 
complexe que la defin ition u suelle. est en fait plus precise puisqu'elle se generalise immediatement 
a tout triplet spectral 1151121 

Definition 3.1. Soit (A,TC,D) un triplet spectral. La distance d entre deux etats n et t 2 est 

d( n ,T 2 ) = sup {\n(a) - T 2 (a)\ / ||[£>,a]||<l}. (3.4) 
a&A 

On verifie immediatement que cette distance est positive, symetrique et reflexive, et presque 
immediatement qu'elle satisfait l'inegalite triangulaire puisque 

d(n,T 2 ) = sup { |n (a) - r 2 (a) I / || [D, a] || <1}, 

< sup { |n (a) -73(o)| + |r 3 (a) -r 2 (a)|/ ||[D,o]|| < 1}, 

< sup { In (a) -73(0) I / || [D, a] \\ < 1} + sup { |n (a) - 73(0) | / || [D, a] \\ < 1}, 

aeA a£A 

< d(n,T 3 ) + d(r 3 ,T 2 ). 

A noter que cette definition n'impose pas au triplet spectral d'etre reel, la seule condition 
indispensable est que le commutateur [D, a] reste borne pour tout a. Dans le chapitre suivant, on 
etudiera des exemples de distance associee a des triplets reels et a d'autres non reels. De meme A 
n'est pas necessairement une (pre)-C*-algebre. Cependant les proprietes des C*-algebres, et a plus 
forte raison celles des VF*-algebres, permettent de mener bon nombre de calculs a terme. De plus 
c'est ce type d'algebre qui s'interprete comme fonction sur l'espace non commutatif, on s'interesse 
done dans la suite essentiellement aux triplets spectraux sur des C*-algebres. 

Dans le cas commutatif, soulignons que ([2.37)1 . qui fait intervenir l'algebre des fonctions con- 
tinues, n'est pas la traduction exacte de (|3.4|) appliquee au triplet (|2.35|) construit sur l'algebre des 
fonctions lisses. La formulation de (|2.37|) est empruntee a |31j qui reprend °u cette formule est 
donnee avec pour algebre A l'algebre des fonctions bornees mesurables sur M (dense dans C(M)). 
Dans 14 , la formule de la distance est donnee directement pour A = C°° (M). 

Pour terminer cette section, citons un lemme qui generalise l'idee que la distance pour la droite 
reelle est "realisee" par une fonction positive de derivee partout egale a 1, (cf ref.jHj pour la 
preuves) 

Lemme 3.2. Si d(ri,T 2 ) est finie alors d(ri,T 2 ) = sup { |n(o) — 7"2(a)| / ||[-D,a]|| = 1}, 

aeA+ 

ou A+ designe l'ensemble des elements positifs de A (cf page 7). 

II Distance geodesique pour une variete riemanienne 

Le triplet spectral associe a une variete riemannienne compacte a spin avec une metrique g est 
donne par (j2.35j) . D'apes la proposition 12. 7| la partie connexion de spin de l'operateur de Dirac 
commute avec C°° (M) si bien que pour tout / G C°° (M) , 

[D,f] = -ic(df) = -id^fc(dx^ = -id^fc(eyx a ), 
= -idpfeZ-f = -i-fdrf, 
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ou c est Taction de Clifford 1)2. 20|) . les vielbein, j a les matrices de Dirac euclidiennes (|2.19j) et 
7 m = eal 0, les matrices de Dirac riemanniennes Q2.21JI qui verifient, grace a (|2.18|) . 

7 ™ 7 ™ + 7 « 7 ™ = 2g^I 

(conformement au chapitre I, on utilise un indice grec pour la variete et un indice latin pour les 
degres de liberte de spin; a,m,n se contractent avec a ;/ u, v). Pour le calcul des distances, on peut 
considerer que le triplet spectral d'une variete a spin est 

A = C°°(M), H = L 2 {M,S), D = -i 1 m d fl = -ift. (3.5) 

La dimension spectrale est la dimension de la variete qu'on prend egale a 4. Le triplet spectral est 
pair done la chiralite (|2,27|) s'ecrit 

r = c ( 7 ) = (-i) 2 c ( n dx a ) = - n 7 a = - 7 5 

a=l a=l 

ou 7 est donnee en ()2.9|) et 7 5 designe traditionnellement le produit des matrices gamma euclidi- 
ennes. Le produit scalaire de TL est donne par (|2.24|) ou le couplage (.|.) de S a valeur dans C(M) 
est le produit scalaire euclidien des spineurs vus comme vecteurs colonnes dont les entrees sont des 
fonctions d'onde, 

W#) = V>V 

ou i/j' designe le vecteur ligne complexe conjugue de i/j. 

Comme enonce dans le theoreme 12.111 la distance non commutative (|3.4j) 

d(x,y)= sup {\f(x)-f(y)\/ \\ [D,f] || < 1} , (3.6) 

feC(M) 

coincide avec la distance geodesique L(x, y) entre les points x, y de M. C'est un resultat classique^^ 
dont nous rappelons la preuve: 

Par la definition ()2.7|) de l'involution dans C1(M), {dx a )* = dx a si bien qu'en choisissant les 
matrices de Dirac autoadjointes, on choisit en fait une action de Clifford autoadjointe, 

Ainsi la norme d'operateur de [D,f], pour une fonction / reelle selon le lemme l3~2l s'ecrit 



[DJW = \\c(df) 2 \\ = sup 



j M (c(dmc(dfmw 9 \ 



J M ^c(df*)c(df)i;\u g \ 



sup 

ten J M 



= sup {g^(x)d fl f(x)d u f(x)} = sup g(df,df) = ||grad/|| 2 

ou on utilise c(df*)c(df) = d il jd v j r f n ^ n = g^ v d^fd v fl ainsi que l'equation (|2.4I) . 
D'ou 

||[A/]|| = sup ||(grad/)(x)||. 

Soit maintenant c:t S [0, 1]— >M une geodesique minimale entre x et y. On designe par un point 
la derivee totale par rapport au parametre t. Pour tout / G C°° (M) 

f{x) - f{y) = C f(c(t)) dt = I a M /(p) &(t)dt 
Jo Jo 
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avec p = c(t). Les fonctions d 1 sont les composantes d'un champ de vecteur X £ X(M). On note 
c v les composantes de c = X , si bien que 

S M /(p) d>(t) = gTip) d^fip) c v (t) = g(df(p),c(p)). 

Par l'megalite de Cauchy-Schwarz, 

IV(p)^(*)l<ll4f(p)llll^)l|. 

Si / atteint le supremum, ||c£/(p)|| = ||(grad/)(p)|| < 1 en tout p et 

d(x, y) = \f(x) - f(y)\ < [ \\c(t)\\ dt = L(x, y) . 



Jo 

Cette borne superieure est atteinte par la fonction 

L:q^L(q,y). (3.7) 

En effet, L{x) — L(y) = L(x,y) et 

sup ||grad£(g)|| < 1. (3.8) 

qeM 

Pour montrer cette derniere inegalite, choisissons q, q' G M, de coordonnees q^^q'^ dans une carte 
donnee, ou q' est l'image de q par la transformation infinitesimale <r(e), e <K 1, a designant le 
Hot genere par le champ de vecteurs g 1 "' {d v V)d^ avec la condition initiale <r(0) = q. Alors, avec 
dq^= q" 1 — q^, 

(f + dgf = q' 11 = <7"(e) = <r"(0) + e ^(0) + 0{e 2 ) = <f + e g» v \q)d v L{q) + 0{e 2 ) , 

at 

c'est a dire 

dq» = eg^(q)d u L(q) + 0(e 2 ). (3.9) 
Comme L(q',y) est le plus court chemin de q' a y, L(q',y) < L(q',q) + L(q,y). Ainsi 

L(q + dq) <L(q',q) + L(q). (3.10) 

Par (JEHU) 



L{q\q) = ^ g\ P (q)dq x dqP = y/ e 2 g Xp (q)g^(q)d^L(q) gP» {q)d v L{q) = e^j g^ l d (t L(q) d v L(q) . 

Insere dans le membre de droite de (|3.10(l dont la partie gauche est developpee par rapport a e, 
cette equation donne 



L(q)+d tl L(q)dq^ = L(q) + e (q)d fl L(q)d u L(q) + 0(e 2 ) < g^d^L{q) d u L(q) + L(q) + 0(e z ), 
qui est vraie quel que soit q, d'ou (|3.8|) et finalement 

d(x,y) = L(x,y). 

A noter que L n'est pas lisse en y mais seulement continue^! Pour ecrire (|3.6ft en remplagant 
C(M) par C°° (M), il faudrait exhiber une suite de fonctions lisses /„ qui converge vers L et verifie 
||[D,/ n ]|| < 1 pour tout n. 
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III Exemples d'espaces finis 

Les exemples les plus simples d'espaces non commutatifs sont associes a des algebres de dimen- 
sion finie. On peut resoudre de maniere systematique les contraintes imposees par les axiome s de la 
geometrie non commutative et etablir une classification complete des triplets spectraux fini J^^I& ll 
Precisons encore une fois que la formule (|3.4|) definit une distance sur l'ensemble des etats d'une 
algebre independamment des axiomes de la geometrie non commutative, aussi dans un premier 
temps nous considerons des triplets spectraux (A,Tt,D) qui ne sont pas reels. En dimension fini, 
D et [D, a] pour tout a £ A sont bornes. La seule contrainte qu'on impose a Poperateur de Dirac 
est d'etre autoadjoint. S'appuyant sur l'equivalence dans le cas commutatif entre caracteres et etats 
purs, on a choisi de ne considerer que les distances entre etats purs. 



Espace des etats purs 

Toute C*-algebre A de dimension finie est isomorphe a une somme directe finie d'algebres de 
matriceJ^Hl ^ entrees complexes si A est une algebre complexe, a entrees reelles, complexes ou 
quaternioniques si A est une algebre reelle. On se limite aux algebres complexes de sorte que 

N 

i = 0A (3.11) 

k=l 

ou k, N 6 N, Ak = C ou M n (C). On rappelle que l'ensemble THA) des etats purs de A jouent le 
role de "points" pour l'espace noncommutatif. On montre alora^ 

Lemme 3.3. Soient A\, A 2 deux C* -algebres, alors V{A\ A 2 ) = V{Ax) U V(A 2 ). 



Ce lemme applique recursivement sur A donne 

N 

V(A)={JV(A k ), (3.12) 

k=l 

si bien que pour connaitre V{A) il suffit de connaitre les etats purs de C et M n (C). 

L'etat pur de C n'est autre que Pidentie et on montre que tout etat pur de M n (C) est associe 
a un vecteur complexe, de dimension n et de norme 1. Deux tels vecteurs definissent le meme etat 
si et seulement si ils sont egaux a une phase pres. Autrement dit 

T(M n {C)) = CP" 1 ' 1 

ou CP n_1 designe l'espace projectif complexe de dimension n — 1 (espace des vecteurs complexes 
de dimension n egaux a une phase pres). 

Les espaces finis apparaissent comme des espaces de N points (N designe dans (|3.11j) le nombre 
de composantes de ^4) muni chacun d'une fibre identique a V(Ak)- Lorsque N = 1 on parle 
d'espace a un point. Le cas A = C est sans interet. L'exemple le plus simple est M n (C) represente 
de maniere irreductible sur C n . 



L'exemple de M 2 (C) 

Pour n = 2, l'espace des etats purs CP 1 est isomorphe a la sphere S 2 . Un isomorphisme explicite 
est donne par la projection de Hopf qui a tout vecteur complexe £ de dimension deux norme a une 
phase pres associe le point de S 2 - vue comme une surface dans M. 3 - de coordonnees cartesiennes 

xt = 2Re(6£ 2 ), y € = 2Im(6£ 2 ) et z c = |£i| 2 - |£ 2 | 2 . (3.13) 
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On dira que deux etats £, ( sont de meme altitude quand = zq. On suppose que les deux valeurs 
propres D\, D2 de l'operateur de Dirac sont distinctes (sinon D est proportionnel a l'identite et les 
distances sont toutes infinies), les distances sont alors aisement calculableJ^ 

Proposition 3.4. La distance entre deux etats purs £, £ est finie si et seulement si Us sont de 
meme altitude. Alors la distance non commutative est la distance euclidienne sur le cercle a un 
facteur multiplicatif pres 

d(t,0 = \ Dl 2 _ D2 \ \I^H-H) 2 + ^-yd 2 - 



Espace a deux points 

Pour N = 2 l'espace le plus simple correspond a l'algebre A = M n (C) © C representee par une 
matrice diagonale par bloc sur TL = C n © C 

•=(;;). 

avec x £ M n (C) et y G C. En prenant pour operateur de Dirac une matrice D autoadjointe 
quelconque, les calculs sont ardus. En revanche, la prise en compte des axiomes de la geometrie 
non commutative, en restreignant le choix de l'operateur de Dirac, permet de mener les calculs a 
terme. 

Trois des axiomes , re latifs a l'analyse fonctionnelle, sont systematiquement verifies par les 
triplets spectraux finish La dualite de Poincare est discutee de maniere generale pour les triplets 
finis dans ref. J34J • Restent la realite, la condition d'ordre un et l'orientabilite. Noter que pour 
une algebre de dimension finie, la dimension spectrale est nulle. II faut done montrer qu'il ex- 
iste (realite) un operateur antilineaire J = J* = J -1 de TL dans lui-meme tel que J 2 = I 
[a, JbJ^ 1 ] = [J, r] = [J,D] = 0. Tout element de Co(A, A ® A°) est un cycle. Les generateurs 
de Zq(A,A © A ) sont les elements de A © A°. II doit done exister a 4 , hi dans A tels que (ori- 
entabilite) la graduation s'ecrive T = a t JbiJ~ 1 . Enfin l'operateur de Dirac satisfait (condition du 
premiere ordre) [[D, a], JbJ^ 1 } = 0. Rappelons que par definition la graduation commute avec A 
et anticommute avec D. 

Si H. = C n+1 , J apparait comme une matrice unitaire composee avec la conjugaison complexe, 
J = U o c. La relation de commutation [a, JbJ~ l ] = s'ecrit [a, UbU*] = ce qui ne peut etre 
vrai pour tout a et b puisque l'algebre n'est pas commutative. En revanche si A est representee sur 
TL = M n+ i(C) par simple multiplication matricielle, alors un J possible est l'operateur d'involution 
puisque J 2 = I, 

[a, JbJ' 1 }^ = aJbJ^ip - JbJ^aip = aJbip* - Jbip*a* = a^b* - atpb* = 
et on verifie, pour n'importe quel operateur de Dirac, 

[[D,a] i JbJ~ 1 ]ip = [D,a]^b* - [D,a}tpb* = 0. 
Pour que [D, J] =0, on peut prendre 

Di(; = Atp + tpA 

oil A = A* g M n+ i(C). En effet [D, J\ijj = Dip* - J Dip = Aip* + ip*A- J(A^ + ^A) = 0. 

Concernant la graduation, le choix le plus simple est de prendre 6j = a 1 = sauf b\ = a? = I et 
a 1 = 62 = K ou 
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n'est autre que la graduation de C n+1 . Ainsi Tip = Kip + tpK et [r, J] = 0. Comme K commute 
avec tout a £ A, on verifie que 

[r, a]ip = Taip — aTip = Kaip + aipK — aKip — aipK = 0. 

Enfin, 

(DT + TD)ip = D(Kip + ipK) + T(A^ + if) A) = (AK + KA)ip + ip(AK + KA) 

est nul pour tout ip si et seulement si (AK + KA) = 0. A s'ecrit done, selon la graduation de 

C n+1 > 




ou m un vecteur non nul de C n . 

A priori, representer l'algebre sur M n+ i(C) ne facilite pas le calcul de la norme du commutateur 
[-D,a]. Cependant la norme d'operateur sur M n+ i(C) est egalePl a la norme d'operateur sur C™ + 
si bien que, pour le calcul des distances, tout ce passe comme si on travaillait avec le triplet spectral 
(A,TC = C n+1 , A) au lieu de (A, M n+ i(C), D). Les distances sont alors facilement calculablesP^ 

Proposition 3.5. Si £, C sont tels que = e lS Cj pour tout j E [2,n], 

C0 = pVi-l(e,0P. 

Par ailleurs w c est a distance infinie de tous les Stats purs, excepte I'etat correspondant au vecteur 
ei = ( I ) et 

d(0J c ,UJ ei ) = jr. 



Appliquons ces resultats a M^(C) © C. L'espace des etats purs est l'union disjointe de la sphere 
S 2 et du point ui c . Le point isole, infiniment distant de tous les autres, correspond au vecteur 




qui, par la fibration de Hopf, est envoye sur le pole sud (0, 0, —1) de la sphere. Le point correspon- 
dant a ei est le pole nord, et e'est le seul point qui se trouve a distance finie de u> c . On montre 
que les conditions sur la finitude des autres distances sont identiques a celles du cas a 1 point et 
on retrouve que la distance sur des plans de meme altitude est, a une constante pres, la distance 
euclidienne du cercle. 

A noter que l'ajout du point uj c donne une orientation a la sphere S 2 : dans l'espace a un point 
rien ne permet de distinguer les deux points isoles, tandis que dans l'espace a deux points le pole 
sud est par definition l'unique point isole. 
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Chapter 4 

Le modele standard 



I Fluctuation de la metrique et transformation de jauge 

Transformation de jauge 

Soit tp le champ representant un fermion de charge e. Le Lagrangien libre conduisant a Pequation 
de Dirac 

(ij^df, + m)tp = 

est 

L = ^(i^dfj, + m)ip (4.1) 

ou ip designe le conjugue complexe de ip. Ce lagrangien est invariant sous la transformation de 
jauge globale 

ou a est un nombre reel. Pour obtenir un lagrangien invariant sous une transformation de jauge 
locale, c'est dire telle que le coefficient a = a(x) depende du point x de l'espace M considere, 

i> -» e~ iea{x) ip ip -> e iea{x) Tp 

il convient d'ajouter au lagrangien libre un terme de couplage au potentiel vecteur A^. On verifie 
de la sorte que 

L = ^(ty*(a M -teA M )+m)V» (4.2) 
est bien invariant de jauge locale pour peu que le potentiel vecteur se transforme selon 

An > A^ dfj,a(x). 

Le groupe de jauge est ici le groupe U(l) car e ia ( x > S U(l) en tout point x. Cette construction se 
generalise a un groupe de Lie G quelconque, de generateurs T a , en ecrivant que le langrangien (|4.2[) 
est invariant sous la transformation de jauge locale 

ou g(x) = e da ( x >T a 6 G et 9 a sont des fonctions reelles, des lors que le potentiel de jauge 

A^x)=A%{x)T a 
ou A ;, sont des fonctions reelles, se transforme selon 

Geometriquement, le potentiel de jauge A^ s'interprete comme la forme locale d'une connexion sur 
le fibre vectoriel, de base M, associe a G. 
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Connexion hermitienne 

Les theories de jauge, du type Yang-Mills, sont construites sur un fibre vectoriel ou les fibres 
sont le support d'une representation du groupe de jauge de l'interaction. De la meme maniere qu'a 
un espace compact X est associee l'algebre C(X) de ses fonctions continues, a tout fibre vectoriel 
E — > X est associe le module de ses sections continues T(E) defini en ()2.1|) . C'est un module 
sur C(X) qui est fini et projectif Prop. 2.9]. La definition d'un module projectif fini est 
donnee dans la section I. II. 4 (enonce de la condition de finitude); de toutes ses proprietes nous 
retiendrons celle-ci: tout module projectif fini sur C(X) est le module des sections continues d'un 
fibre vectoriel sur X. Ce theoreme, du a Serre et Swan, est le pendant pour les fibres vectoriels du 
theoreme de Gelfand. Comme pour le couple espace compact /C*-algebre commutative, on montre 
que la cate gorie des fibres vectoriels sur un espace compact X est equivalente a la categorie des 
modules projectifs sur C(X). Ainsi un module projectif fini sur l'algebre A d'un triplet spectral 
reel (A, 7~C, D, T, J) est un bon candidat pour jouer le role de fibre vectoriel pour la geometrie en 
question, et servir de support a la formulation non commutative d'une theorie de jauge. 

Dans une theorie de jauge, le potentiel de jauge - le quadrivecteur potentiel pour l'electroma- 
gnetisme par exemple - est la forme locale d'une connexion, une transformation d e jau ge correspon- 
dant a un changement de connexion. En geometrie non commutative, la connexion^ est definie par 
analogie avec la formule ()2.12j) . Au lieu d'une variete M, on se donne un triplet spectral (A, 7i,D). 
T°°(E) est remplace par un A- module projectif fini £. La proposition 12 . 71 suggere que les 1-formes 
de la geometrie (A,TL,D) soient generees par des elements du type [D,a\. L'ensemble 1 (M) des 
sections de T*M est un C(M)-module. On demande done que l'ensemble £l l D des 1-formes de la 
geometrie (A,H,D) soit un ,4-module. Autrement dit 

njj = {o*[A6i], a\bi G A). (4.3) 

Definition 4.1. Soit (A,TC,D) un triplet spectral. Une connexion sur un A-module projectif fini 
£ est une application A-lineaire V : £ i— > £ 0^ Q\) satisfaisant la regie de Leibniz 

V(sa) = (Vs)a + s (8) [D, a] 

pour tout a £ A, s E £ . 

Lorsque qu'un fibre vectoriel E — > X est muni d'un produit scalaire fibre a fibre, le module 
T(E) herite d'une structure hermitienne a valeur dans C(X): 

(ax\a 2 )(x) = {ai(x),a 2 (x)). 

Adaptee a un module (par convention a droite) sur une C*-algebre A quelconque, la structure 
hermitienne defini un C* -module. 

Definition 4.2. Un C* -module sur une C* -algebre A est un espace vectoriel £ qui est aussi un 
A-module (pas forcement projectif fini) muni d'un couplage £ x £ — > A tel que 

(r\s + t) = (r\s) + (r\t), 

(r\sa) = (r\s)a, 

(r\s) = (s\r)*, 

(s\s) ) pour s / 

ou r, s,t £ £ et a £ A, tel que £ soit complet pour la norme 

ii'ii = vfi- 
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Les modules plein de la definition 12.31 de l'equivalence de Morita sont des C*-modules. 

Quand un ^-module projectif fini £ est aussi un C*-module - A est une C*-algebre - se pose 
la question de la compatibility de la connexion avec la structure hermitienne. L'equivalent non 
commutatif de la connexion de Levi-Civita est une connection hermitienne, ie. une connexion 
satisfaisant la version non commutative de (|2.15j) . a savoir 

(s|Vr) — (Vs|r) = [D, (s\r)]. (4.4) 

Precisons que si Vs = s l Wi, s* G £, w l G f)^, alors 

(Vs|r) = w*(s l \r) et (r\V s) = (r\s % )wi. 

La difference d'un signe — entre (|2.15j) et 1)4.4(1 provient de la definition da = [-D,a], puisqu'alors 
d(a*) = —(da)*. Un theoreme fondamental de la geometrie riemannienne indique que pour toute 
variete (pseudo)-riemannienne, il existe une unique connexion compatible avec la metrique et de 
torsion nulle. Pour les C*-modules projectifs fini, on un theoreme du meme ordre, qui repose sur 
le fait que tout module projectif fini sur A est de la forme 

£ = eA N (4.5) 

ou A designe le ,4-module des vecteurs colonnes de dimension ./V a entree dans A, et e = e 2 <E 
Mn{A). Tout element s d'un A- module projectif fini est un .A- vecteur colonne et, puisque $1^ est 
un A-module, Vs G £ ®a O^-, est un vecteur a entree dans Q} D . On note ^ G A N le vecteur de 
composante £j G A tel que s = e£, et d£ le vecteur de composante [D,^i} G 0^. On montre alors 
que l'ensemble des connexions hermitiennes est un espace affine. 

Proposition 4.3. Soit £ ~ eA N un C* -module projectif fini. La structure hermitienne de £ 
est induite par la structure hermitienne canonique de A . Sur ce module, toutes les connexions 
hermitiennes sont donnees par 

V(e£) = d{e£) + eAei 
A G M N {VL l D ) est une matrice hermitienne. 

Toute endomorphisme inversible a de £ definit un endomorphisme de l'espace des connexions 

Vh(«0 I)Va _1 . (4.6) 

On peut choisir de faire agir un endomorphisme de £ sur l'espace des connexions autrement, mais 
Paction Q4.6JI permet de caracteriser facilement un certain type d'endomorphisme qui preserve 
l'hermicite. Un endomorphisme .4-lineaire a de £ possede un adjoint s'il existe un endomorphisme 
a* tel que 

(r\as) = (a*r\s) 

pour tout r,s G £. On note End^^) l'algebre des endomorphismes avec adjoint (c'est une C*- 
algebre pour la norme d'operateur |31| Th. 3.1]. Un tel endomorphisme est unitaire s'il preserve la 
structure hermitienne 

(ar\as) = ( r\s), 

c'est a dire si a* a = aa* = Is (l'endomorphisme identite). Le groupe des endomorphismes unitaire 
est note IA(£). On montre alors^^que si V est une connexion hermitienne sur £ et u G U(£), alors 
(u ®I)Vm* est une connexion hermitienne. D'ou la definition d'une transformation de jauge. 

Definition 4.4. L 'action deU(£) sur les connexions hermitiennes est appelee transformation de 
jauge. 

La matrice A de la proposition 14.31 est l'equivalent non commutatif du potentiel de jauge. 
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Operateur de Dirac covariant 

Etant donnes une geometrie (.4, TL, D, J, F) et un A-module projectif fini £ , on peut construire 
des connexions sur £. L'interpretation geometrique de ces connexions, c'est a dire leur influence 
sur la geometrie (A,TL,D), passe par la construction d'un nouveau triplet spectral. 

Tout element s d'un A-module projectif fini est un A-vecteur colonne. On note s le A-vecteur 
ligne correspondant. L'ensemble des s pour s £ £ est un A-module projectif a gauche, note £ , oh 
Paction de A est 

as = sa*. 

Proposition 4.5. Soit (A, TL,D,F) un triplet spectral reel de dimension n et V une connexion 
hermitienne sur un A-module projectif finie £ . Soit 

A = End A {£), 
TL = £®a'H®a£ 

et I 'operateur D agissant sur TL par 

D(s (8 <8> f) = (ys)ip 8> f + s <S> Dip <g)f + s <S> i^Vr. 
Alors (A,7i, D, J,F) avec 

J(s tp <8> f) = r Jip (g) s, 
F(s <S> ip ® r) = s <S> Fifj f 

est un triplet spectral reel de dimension n. 

L'action de Vs = s" 1 (8 vj% sur TL est defini en voyant wi comme un operateur sur TL via la definition 
dOl) de Q l D 

(Vs)V' = s l 8> Wiip. 

De meme on definit ip Vs = ^s' (8 = JwiJ~ lr ip 8> s l - 

Quand A / A les deux geometries sont difficilement comparables puisqu'elles ne reposent pas 
sur le meme espace des etats. En revanche, si on choisit le A-module trivial £ = A = A, on obtient 
A = A, TL = TLetD = D + A + JAJ- 1 . 

Definition 4.6. L 'operateur Da = D + A + JAJ" 1 est appele operateur de Dirac covariant. 

L'emploi du terme covariant se justifie en remarquant que l'action d'un unitaire u G U(A), par la 
modification de la connexion, induit une transformation de Da en 

D A i = D + A' + JA'J-\ 

ou A' = uAu* + u[D,u*]. Autrement dit sous une transformation de jauge, A se transforme selon 

A i — ^ uAu* + u[D,u*]. 
qui est bien la loi de transformation du potentiel vecteur en electromagnetisme 

A i — > uAu~~ l + udu~ l . 

Comme a priori [D^, a] 7^ [I?, a] pour un a quelconque de A, le remplacement de D par Da, c'est 
a dire le passage d'une theorie a connexion nulle a une theorie covariante, induit une perturbation 
de la metrique appelee fluctuation interne de la metrique. En particulier, si la courbure associee a la 
definition non commutative de la connexion est non nulle, alors on peut de maniere imagee voir les 
fluctuations internes de la metrique comme temoignage de la " courbure de la non commutatitivite" , 
sans equivalent commutatif puisqu'en ce cas A est nul. 
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II Produit de geometries 

Produit de triplets spectraux 

Le produit tensoriel d'un triplet spectral reel pair Tj = (Ai,Hi, Di,iri) muni d'une chiralite 
Tf, par le triplet spectral reel T E = (Ae, Ti-E, De, tte) est le triplet spectral Tj®T E = (A' ,Tt' , D') 
defini par 

A' = Ai®A E , H' = Hi®H e , D' = Di ® I E + T/ ® D E . 

La representation est ir' = iti®ir E (dans ce chapitre nous n'utiliserons ni la chiralite ni la structure 
reelle du triplet produit mais toutes deux sont definies, cf [S3)- Dans la mesure ou les triplets 
spectraux ne forment pas un espace vectoriel, la notation Tj®T E est essentiellement une convention. 
Ce produit est commutatif car lorsque T E est pair et muni d'une chiralite Te, alors le triplet spectral 
Te <8> Tj = (.4, TL, D) est egalement defini (il suffit de permuter les facteurs) 

A = A E ®Ai, H = H e ®Ui, D = D E ®h + T E ® £>/ , (4.7) 

vr = tte <8> it i et il est equivalent aT;0 T E via l'operateur unitaire 

En physique ce produit tensoriel est utilise pour decrire un espace continu dont chaque point est 
muni d'une fibre discrete. Dans le modele standard l'espace interne TV est choisie de maniere a ce 
que le groupe des unitaires de Ai, modulo le relevement aux spineurd^Ell so it le groupe de jauge 
des interactions. Ai est une algebre de matrices, TLi est l'espace des fermions et l'operateur de 
Dirac interne a pour coefficients les masses des fermions, eventuellement ponderees par la matrice 
unitaire de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa. 

1-forme dans un produit de geometries 

Dans un produit de geometries, Les 1-formes sont donnees 

n 1 = n E ® + xe^e 8> , 

ou Q E = Ae est l'ensemble des 0- formes de Ae, les autres termes etant definis de maniere analogue. 
Quand T E est le triplet spectral d'une variete, 

n E b p[-ip, 9j i E ] = -if^d^) = -i 7 m f^ , 

ou P,gj,ffi = f-'d^gj G C°° (M). Une 1-forme du triplet total est 

Q 1 3 -i7 m /* ®ai- 7 5 /i j ® rrij 

ou ai £ Ai, hP £ C°° (M), mj £ Qj. Un potentiel vecteur est donne par 

A = -i~/ m ®A^-^®H (4.8) 

avec A^ = f l 'en un champ de vecteur (sur M) a valeur dans les elements anti-adjoints de Ai et 
H = h?rrij un champs scalaire a valeur dans Qj. Pour une algebre de matrices (ou une somme 
directe d'algebres de matrices), les elements anti-adjoints forment Palgebre de Lie du groupe des 
unitaires. Ce groupe de Lie represente le groupe de jauge de la theorie, done est un potentiel de 
jauge. Dans ^1] une formule est donnee pour les fluctuations de la metrique dues a A^. Ici nous 
nous interessons aux fluctuations provenant uniquement du champ scalaire H, et on suppose que 
= 0. On calcule alors que 

[D A ,a] = [D-j 5 ®H,a\. (4.9) 
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Dorenavant on ecrit Da = D — 7 s (g) H . Pour ne pas alourdir les notations, on designe toujours 
par d la distance associated au triplet (A,TC, Da)- Selon (|4.7|) . une fluctuation scalane substitue 

Dh = D[ + H 

a Dj. La difference essentielle est que maintenant l'operateur de Dirac Dh depend de x, de sorte 
que tout point de M definit un triplet spectral interne 

Tf = {Ai,Hi,D h {x)). 



Ill Le modele standard. 

Le triplet spectral du modele standard (cf. |12I14I10] et [3] pour le calcul detaille de la masse 
du boson de Higgs) est le produit du triplet spectral reel Q2.H5JI . note ici Te, par une geometrie 
interne ou l'algebre 

i;=i©C®M 3 (C) 
(H designe l'algebre des quaternions) est representee sur 

Hi = c 90 = n p © n A = n p L © n p R © ni © ni . 

La base de H p = C 24 est donnee par les fermions gauches 

u\ f c\ f t\ f u e \ f ^\ (fir 

et la base de = C 21 est formee des fermions droits ur, d r , cr, sr, tR, bR et e#, [1r, tr (le 
modele a ete construit du temps ou les neutrinos n'avaient pas de masse). L'indice de couleur des 
quarks est omis. 7i R et 7i A correspondent aux antiparticules. (a € H, b G C,c S Ms(C)) est 
represente par 

7T/(a, 6, c) = vr p (a, b) © vr A (6, c) = ir p (a) © vr£(6) © vrf (6, c) © vr^(6, c) 
ou, en ecrivant B = ( ^ jj ^ G HI et iV le nombre de generations de fermions, 

^(a) = a © I/v © I3 © a © Ijy , vr^(6) = £ © Ijy © I3 © b <g> I N , 

7rf (b, c) = h © In © c © M 2 © Iat , tt^O, c) = I 2 © Ijv © c © M„ . 



On definit une structure reelle 

J. - f 

et un operateur de Dirac interne 



°-(? ^W°o SW^ IW 



dont les entrees sont les matrices 15N x 15iV 

f M 
Dp ~\M* 

ou M est la matrice 8N x 7N 



. (en © M u + e 22 © M d ) © I 3 . 
1 e 2 © M e ' * 
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Ici, {eij} et {e{\ designent les bases canoniques de M2 (C) et C 2 respectivement. M u , Ma, M e sont 
les matrices de masse 

/ m u \ f m d \ / m e \ 

M u = I m c , M d = Ckm m s , M e = m M 

\ m t / \ m 6 / \ m T / 

dont les coefficients sont les masses des fermions elementaires, eventuellement ponderees par la 
matrice unitaire de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa. La chiralite, dernier element du triplet spectral 
reel, est 

Tj = (-Isjv) © hN © (-Isjv) © • 

La geometrie non commutative donne une interpretation du champ de Higgs comme 1-forme 
de la geometrie interne. Par fluctuation scalaire, les 1-formes sont etroitement liees a la metrique 
et le champ de Higgs s'interprete en effet comme coefficient d'une metrique. 

Le calcul suivant est mene en jauge nulle A^ = 

Proposition 4.7. La partie finie de la geometrie du modele standard avec fluctuation interne 
scalaire de la metrique en jauge nulle est un modele a deux couches indexees par les etats de C 
et HI. Chacune des couches est une copie de la variete riemannienne a spin initiale M , munie de 
sa metrique. La distance entre les couches est identique a la distance geodesique dans la variete 
M x [0,1] de dimension 1^+1, ou les deux copies de M correspondent aux valeurs et 1 de la 
dimension supplementaire. La composante supplementaire de la metrique, correspondant a cette 
dimension supplementaire, est 

g tt (x) = {\l + h 1 (x)\ 2 + \h 2 (x)\ 2 )m 2 t 

ou ^ ^ J es t l e doublet de Higgs et mt la masse du quark top. 

A noter que quoique la distance soit identique a celle d'une variete de dimension 4 + 1, il s'agit 
uniquement d'une analogie. II n'y a pas de "points" entre les deux copies de M. C'est precisement 
un grand interet de la geometrie non commutative: decrire un espace forme de deux composantes 
disconnexes et pourtant a distance finie l'une de l'autre. L'espace interne se comporte comme une 
dimension supplementaire du point de vue de la metrique, mais topologiquement il s'agit d'une 
dimension supplementaire discrete. 
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Chapter 5 

Neutrinos massifs 



Le modele precedent a ete construit pour des neutrinos de masse nulle. Dans ce chapitre nous 
allons etudier une maniere simple d'introduire des neutrinos massifs. On obtient ainsi une contrainte 
sur le nombre et la nature des neutrinos massifs. Noter que cette maniere est la modification la 
plus simple a apporter au modele pour introduire des neutrinos massifs, mais elle n'est pas la seule 
possibility. En particulier les contraintes qui seront mises en evidence, si elles se revelaient fausses 
experiment alement, ne signifierait pas que tout le modele est faux, mais plus simplement qu'il 
s'agit de le modifier de maniere moins elementaires que celles que nous proposons maintenant. Une 
approche plus systematique de la question des neutrinos massifs en geometrie non commutative 
peut etre trouvee dans p30 63 

I Modification du triplet spectral 

Donner une masse aux neutrinos signifie que ces derniers, qui n'existaient qu'avec la chiralite 
gauche, existe aussi avec la chiralite droites. Le nombres de particules elementaires augmentent, 
ce qui, dans notre modele, signifie que la dimension de l'espace de Hilbert sur lequel est represente 
Palgebre interne augmente elle aussi. Supposons done qu'on rajoute a < 3 neutrinos droits. 
L'espace de representation des particules droites devient 

uP v uP I U a 

et a la representation des particules droites il convient d'ajouter la representation des nouveaux 
neutrinos 

Il£(a, b, c) n£(a, b, c) IF (a, b, c). 

Des modifications similaires sont apportes a la partie antiparticule de la representation, et il convient 
enfin d'ajouter a l'operateur de Dirac internes des coefficients correspondants aux 2 x a dimensions 
supplementaires. Enfin il faut verifier que ces modifications soient compatibles avec les axiomes de 
la geometrie non commutative. 

Avant d'examiner les contraintes apportes par les axiomes sur les modifications possibles pour 
incorporer les neutrinos massifs, remarquons qu'en faisant l'hypothese de neutrinos droits steriles, 
alors leur representation doit etre invariantes par transformation de jauge. Autrment dit pour tout 
unitaire U £ Ai, on demande que 

UU a (a,b,c)U* = U a (a,b,c) 

quels que soit aSH,fc£CetcG Ms(C). Ceci impose que IP (a, b, c) soit une matrice diagonale, 
e'est a dire que seule l'algebre C soit representee 

U a (a,b,c) =n a {b) = diag(6,6). 
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II Dualite de Poincare 

Pour des algebres de matrices, la formule (|2.34|) prend une forme simple^' La matrice d'intersection 
pour le triplet spectral du modele standard sans neutrinos massifs s'ecrit 

n(N, N) = Tr (rnr/(p() JTTiipj)) J- 1 ) = Hij (5.1) 
ou les pi G Ai, i = C, H, M$(C), sont donnes par 

1 



de sorte que 

( 1 _1 

n = 6 I -1 - I ) (5.2) 

dont le determinant est non nul. Ainsi la dualite de Poincare est bien satisfaite pour la geometrie 
du modele standard. La modification de la representation pour des neutrinos steriles n'affecte que 
l'algebre C et la matrice d'intersection devient 



m = \ q 1 ) , pm 3 




6+ £e; 


-6 


6 


i=i 






-6 





-6 


6 


-6 






n=6 a n -fi M 



ou ti = 2 pour un neutrino distinct de son antiparticule, e% = \ pour un neutrino identique a sa 
propre antiparticule. Le determinant de la matrice d'intersection 

Q 



det n = 36(6 - S e;) 

i=i 

est nul si et seulement si a = 3 et ei = €2 = £3 = 2. Autrement dit, pour que la dualite de Poincare 
soit satisfaite, il est necessaire qu'au moins un neutrino soit de masse nulle, ou bien que l'un d'entre 
eux au moins soit sa propre antiparticule. 

Cependant, les masses des neutrinos doivent etre incorporees a l'operateur de Dirac. Dans la 

a 

base de C +i=1 1 labellee par les particules et les antiparticules, la masse apparait a la particule ieme 
ligne, antiparticule ieme colonne. Pour un neutrino identique a son antiparticule, un coefficient 
apparait done sur la diagonale de l'operateur de Dirac. Mais alors il est impossible de modifier 
la chiralite de sorte qu'elle commute avec YL a (b) = diag(6, b) et anticommute avec l'operateur de 
Dirac. Autrement on ne peut incorporer que des neutrinons distincts de leur antiparticules, et l'un 
d'entre eux doit etre de masse nulle. 

Dans ce cas, la dualite de Poincare est bien satisfaite, et on montre que les autres elements du 
triplet spectral peuvent etre adaptes de maniere a satisfaire tous les axiomes. 
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